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Od Autora słów kilka

Z wahaniemudost̨epniamniniejszy, jeszczenieukończony skrypt,z tekstemi ry-
sunkamiwymagaj̨acymi poprawek. Mam jednaknadziej̨e, że i w obecnejformie
skrypt Fizyki AtmosferGwiazdumȯzliwi studentomuzupełnieniewiedzy z no-
tatek do wykładu. Mam nadziej̨e, że w przýszłósci uda się wytropić i usunąć
wszelkieniedostatki.Piszącskryptoparłemsię nanotatkachz wykładuktóry od
kilku lat prowadz̨e na Uniwersytecieim. AdamaMickiewicza w Poznaniuoraz
na podstawie literatury wyliczonej dalej w teḱscie. Jego przygotowaniew sto-
sunkowokrótkim czasieniebyłobymożliwebezpomocy studentówprzykorekcie
orazdr. Naskr̨eckiego i mgr. Ratajczakaprzy ilustracjach.Skryptnigdy nie za-
stąpi dobrego podr̨ecznika.Takichpodr̨ecznikówjestkilka w językuangielskim
codziś niestanowi barierydla polskichstudentówi nie mapotrzebyprodukować
jeszczejednego. Prof. St̨epién, na którego wykładachuczyło się całe pokole-
nie polskichastronomówwydał przedlaty doskonały skrypt fizyki atmosferi z
czę́sci którenie straciłyaktualnósci korzystałemprzygotowującswój wykład. Z
drugiejstrony podr̨ecznikisą częstoprzegadanei przeładowaneszczegółami. W
fizyce atmosferdotyczyto zwłaszczáswietnejskądinąd książki Mihalasa,która
jestdoskonałymkompendiumdlabadaczy. Natomiastdlastudentówzaletąwszel-
kich skryptówjestwiększakondensacjamateriału.Drugą zaletą skryptóww do-
biekomputeryzacjijestmożliwość łatwejaktualizacji.Totėz oddająctenskryptw
ręceczytelnikamamnadziej̨e, żenie jest to jego wersjaostatniai w tym świetle
prosz̨eo wyrozumiałósć.

Poznán i Warszawa,2002.
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Rozdział 1

Wstępczyli co to są atmosfery i na
co się przydaje wiedzao nich?

Pytanieco to jest za przedmiot i po co mam się jego uczýc w sposóbnatu-
ralny przychodzido głowy świėzo upieczonego studentafizyki atmosfer. Poza
najbliższymi opłotkami układu Słonecznego cała naszawiedza o otaczaj̨acym
Wszech́swiecie pochodziz analizy docieraj̨acego światła. Ponieważ gwiazdy
stanowią znakomitą wiekszósć źródełświatław Kosmosie,naturalnym jestzain-
teresowanieastronomówmechanizmeḿswieceniagwiazd. Docierającedo nas
światło jest wysyłaneprzezperyferyjnewarstwy gwiazdy czyli jej atmosfer̨e.
Stądsięwywodzinazwaprzedmiotu.Atmosferagwiazdystanowi skomplikowany
przykładmieszaniny światłai materiigazowej oddziałującychzesobąwzajemnie.
Ta wzajemnósć oddziaływaniastanowi zreszt̨a podstawowy problemw badaniu
fizyki atmosfer.

Próczzainteresowaniaatmosferamijako poznaniemzłożonego zjawiska as-
tronomamikierowały teżmotywybardziejutylitarne.Mianowiciepoznaniezapo-
mocą obserwacji parametrówgwiazdi zrozumienieich wnętrzanie jestmożliwe
bezdobregorozumieniaatmosferybędącejźródłemobserwowanegopromieniowa-
nia. W oparciuo fizykę atmosferrozwinięto metodywyznaczaniatemperatur,
grawitacji oraz składuchemicznego gwiazd. Znajomósć atmosferprzydajesię
także w badaniumaterii międzygwiazdowej. Okazałosię, że nawet spokojne
gwiazdyintensywnieoddziaływujązotaczaj̨acąmateriąmiędygwiazdową,wysyła-
jącjonizującepromieniowanieultrafioletowejak i zasilającmaterįewiatremgwiaz-
dowym. W badaniachobiektówleżących nadalszychkrajachWszech́swiata,ta-
kich jakgromadygwiazdi galaktykipotrzebnesądobremodelewidmawysyłanego
przezniepromieniowania.Takiemodeletworzysięw oparciuo modeleatmosfer
różnych rodzajówgwiazdwchodzącychw ich skład.

Dla fizyków i techników, którychuwagajestskupionanasprawachznacznie
bliższychniżgwiazdy, teoriaatmosferprzedstawia jednozpierwszychskutecznych
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rozwiązán zagadnieniatransportu(dyfuzji) w złożonychwarunkach.Opracowane
i wszechstronniewypróbowaneprzezastronomówmetody(n.p. ALI) nadaj̨a się
także do zastosowanianawet przy skomplikowanej3-wymiarowej geometriiza-
gadnienia.

Proponowanaliteratura:

Collins,G.W., 1989,TheFundamentalsof StellarAstrophysics,Freeman.

Hubeny, I. StellarAtmospheres,EuropeanAstrophysicsDoctoralNetwork 9th
SummerSchool,http://***

RuttenRadiativeTransferin StellarAtmospheres,http://www.astro.uu.nl/̃rutten/tmr

Stepien,K. FizykaAtmosfer, Uniw. Warsz.,skrypt
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Rozdział 2

Poznajemypodstawowe pojęcia

2.1 Kinetycznepodstawyteorii atmosfer

2.1.1 Funkcja rozkładu

Typowe warunkipanującew atmosferachgwiazdto temperaturyT w przedzialeÈ,É
Ê
–

È,É"Ë
oraz gęstósci Ì rzędu

È,É
Í
–

È�É*Î�Í
cmÏ Ê . Dla rozrzedzonych gazów

w astrofizyceczęstopodajesię nie zwykłe gęstósci Ð w.g. masyna objętósć,
w ÑÓÒmÔTÕ Ï Ê , ale jak to tutaj zrobionow iloći cząsteczekÌ na objętósć czyli w
Ô'Õ Ï Ê . Związekobu gęstósci jestprosty: Ð×ÖØÕÙÌ gdzie Õ oznaczásrednįa mas̨e
cząsteczki.W takichwarunkachgazjestczę́sciowo lub całkowicie zjonizowany a
istotnaczę́sć oddziaływaniacząsteczekmiędzysobą odbywa się nadrodzewza-
jemnych zderzén. Pomįedzyzderzeniamicząsteczkiporuszaj̨a się z prędkościąÚ Ö ÛOÒ,Õ i działananie zewnętrznasiła Ü , n.p. siła grawitacji. Stanpojedýnczej
cząsteczkiw momencieÝ możnaokréslić podającjej wektorypołożeniaÞ i pęduÛ .
Stangazumożnaopisác zapomocą funkcji rozkładu ß"à podającejilość á
Ìsà (gęs-
tość) cząsteczekâ -tegorodzajuo podobnychparametrachiw przedziałachpołożén
á Ê Þ i pędów á Ê Û :

á
ÌsàsÖãß"à�ä3Ý�å Þæå Û@ç9á Ê Þèá Ê Û (2.1)

To ostatnierównaniemożnaprzyjąć zadefinicj̨e funkcji rozkładu.Wygodniejest
wprowadzíc 6-wymiarową przestrzén położén Þ i pędów Û , zwaną przestrzenįa
fazową. Wówczasá Ê Þéá Ê Û jest elementemobjętósci przestrzenifazowej a ß jest
gęstóscią cząstekw tej przestrzeni.Czásteczkiprzemieszczaj̨a siew przestrzen-
nychkierunkachprzestrzenifazowej z prędkością Ú Öëê ÞéÒnê^Ý azmianaich pędów
odbywasięz prędkościązadan̨aprzezdziałającananiesiłe ÜãÖëê Û¤ÒmêmÝ . Ewolucję
funkcji rozkładu ß opisujerównanieBoltzmanna:

êOß,à
êmÝ

ì ä Úîí^ï ð ç$ß"à ì ä Ü í^ï ñ ç9ß"à�Ö
ò ß"àò Ý ó'ô (2.2)
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gdzieprzez ï ð i ï ñ oznaczylísmygradientyodpowiedniow przestrzenipołożén
i pędów. Dwa wyrazy na początku są analogicznedo równaniaciągłósci w hy-
drodynamice.Równanieto odzwierciedlazachowaniemasy. W naszymwypadku
mamydoczynieniaz zachowaniemliczby cząsteczekw przestrzenifazowej. O ile
ich gęstósć w jakimśstaniezmieniasięw czasie(pierwszywyraz)to musibyć to
kompensowanedopływemlub odpływemcząsteczekw przestrzenipołożén(drugi
wyraz) lub w przestrzenipędów (trzeci wyraz). Wyrazy 2 i 3 są dokładnymi
analogamiw przestrzenipołożén i pędów. O ile lewa stronaopisujeewolucję ß
wskutekłagodnych zmianparametrówcząstekto prawa stronarównaniaBoltz-
manauwzgl̨edniapojawianie się lub znikanienowych cząstekw danym stanie
wskutekzderzén, którezmieniają skokowo stancząstki.

Funkcja rozkładu i równanieBoltzmannastanowią podstawę teorii kinety-
cznej. Teoriakinetycznastanowi solidny fundamentdo dyskusjiwszelkichza-
gadnién hydrodynamikii transportuenergii przezmaterįe i promieniowanie. W
toku wykładupokȧzemy, żepodstawowedla atmosfergwiazdrównanietransferu
promieniowania można wyprowadzíc z czysto fenomenologicznych rozważán.
Jednakprzydyskusjiogólniejszychzagadnién transferuargumentyfenomenolog-
iczne zawodzą i nalėzy się odwołać do teorii kinetycznej. Dlatego zaczynamy
od przedstawieniazarysumetodteorii kinetycznej.Szczegółowa dyskusjateorii
znaczniewykraczaj̨a pozazasįeg niniejszego wykładu. Jestona wyczerpuj̨aco
omówionaw specjalistycznychpodr̨ecznikach,n.p.Lifshitz i Pitajewski (1993).

2.1.2 Momenty równania Boltzmanna

Bardzoużytecznerównaniahydrodynamikiotrzymujesię jako momentyr. Boltz-
manna. Momenty te oblicza się mnȯząc obie strony przez õ -tą pot̨egę pędu i
całkującpo całejprzestrzenipędówi sumującpo rodzajachcząstek.Dla wprawy
zaczniemyod zerowego i pierwszego momentusamego ß . W ten sposóbotrzy-
mujemyzwykłągęstósć Ð orazprędkość makroskopową ö :

Ð Ö à Õ÷à5Ì�à�Ö à Õ÷à Ûmøbß"à á Ê Û gdzie (2.3)

ÌsàùÖ Ûmøkß"à&á Ê Û (2.4)

Ð ö Ö à ÛOß,à&á Ê Û (2.5)

To ostatnierównaniemożna uznác za definicj̨e prędkości makroskopowej jako
średniejpoprędkościach(pędach)mikroskopowych.Zakładamytu żeprędkość ö
wszystkichrodzajówcząstekjestta sama.Liczączerowy momentr. Boltzmanna
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bezsumowaniapocząstkachmamy

êmÌsà
êmÝ

ì ïëí ä3Ìsà öOçúÖ
ò Ì�àò Ý ó'ô (2.6)

Wyrazodpowiadający całceï ñ napodstawie tw. Gaussa-Greena-Ostrogradzkiego
zostałzamieniony na znikającą całkę po dalekimbrzegu obszaru. Wobectego
pomijamyindeksyprzy symbolachï bo w momentachzawszeodnosz̨a się do
zwykłej przestrzeni.Z podobnychpowodówby przekształcíc drugiwyrazmożna
było dodác do niego znikający wyraz Ì�à ï ö . Licząc

É
,

È
i û momentyr. Boltz-

mannaze sumowaniempo â po podobnych operacjachotrzymujemyrównania
ciągłósci, zachowania pędu i energii. Ponieważ w zderzeniach(elastycznych)
cząstekjestzachowanacałkowita ilość cząstek,ichpędi energia,człony zderzeniowe
momentówznikają:

êmÐ
êmÝ

ì ïëí ä>Ð ö¤çúÖ É
r. ciągłósci (2.7)

êmÐ ö
êmÝ

ì ïëí ä3Ð^ö�ü
çúÖëý ïÿþ ì ß r. zach.p̨edu (2.8)

ê
êmÝ

Ð^ö ü
û

ì Ð�� ì ïëí Ð^ö ü
û

ì Ð�� ì þ ö Ö
ß í ö ý ïëí � ð�� ô ì ������	 ô r. zach.p̨edu (2.9)

W równaniach(2.8) i (2.8) pojawiły się nowe wyrazy zalėznenie od prędkości
makroskopowej ö leczod momentówprędkościwłasnejcząstek
 Ö Ú ý ö :

þ��� Ö � Õ�
 � 
 �� tensorciśnién (2.10)

� Ö � Õ�
 ü �
û"Ð energia wewnętrzna (2.11)

Wyrazytewzięły sięz uśrednieniapot̨eg prędkościrozłożonejna Ú Ö ö ì 
 . Przy
tym wyrazymieszaneö�
 znikają namocy warunku � Ú�� Ö ö czyli ��
 � Ö É

.
Siła ß oznaczauśrednionesiły zewnętrzne. Na koniecwyrazy ze strumieniami
energii promieniowania � ð�� ô i przewodzenia������	 ô to są przeniesionena drugą
stron̨e wyrazy analogicznedo wyrazu w nawiasie kwadratowym ale dotyczące
cząsteko znikomej masiei odmiennych prędkościach(odpowiednio fotonów i
elektronów).

2.1.3 Płaskaatmosferaw równowadzestatycznej

W równowadzestatycznejpochodnepo czasieznikają,zatem

ê
êmÝ Ö öîÖ

ò
ò Ý ó'ô Ö É

(2.12)
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W atmosferzepłaskiej ���� Ö ���� Ö É
i pozostajeróżniczkowaniepo � . Mamy

zatemnast̨epującewarunki:
ò Ìsàò Ý ó'ô Ö É � ÌsàsÖãÔ���Ì �9Ý r. statystyczna (2.13)

ïÿþ Ö ß � á þ
á!� Ö ý Ð^Ñ r. hydrostatyczna (2.14)

ï"� ð�� ô Ö É � � ð�� ô ÖëÔ#�)Ì$�9Ý r. promienista (2.15)

(2.16)

W ostatnimrównaniupomin̨eliśmystrumįeńprzewodzeniaciepła�%�&�'	 ô borozrzed-
zonegazyw atmosferzepraktycznienie przewodzą ciepła.

W naszejdyskusji zupełnieopúsciliśmy równaniekinetycznefotonów. In-
aczejzwie się onorównaniemtransferupromieniowaniai będzienaszymprzed-
miotemzainteresowaniaw całymwykładzie.

2.1.4 Konwekcja

Czasemw atmosferzepowstająwarunkiw którychnie przemieszczasię onajako
całósć ale sąsiaduj̨aceelementygazu(bąble, wiry) śą w ruchu i n.p. zamieni-
ają się miejscami. Takie zjawisko to konwekcja. Może onaprzenosíc energię.
Matematyczniewskutekistnieniapolaprędkości prądówkonwektywnych uśred-
niony nawiaskwadratowy w r. energii dlastatycznejatmosferynieznikaprzyjmu-
jąc wartósć oznaczon̨a ï"�%�&�'	)( . Wówczaszmodyfikowany warunekrównowagi
promienistejmapostác � ð�� ô ì �%����	)( ÖëÔ#�)Ì$��Ý (2.17)

O ile konwekcjajestzjawiskiempowszechnymw życiucodziennym,o tyleskutecznie
opierasięopisowi matematycznemupodobniejakpokrewnezjawiskaturbulencji i
wirów i wszelkieinneruchynieuporz̨adkowane.Teoretyczniepowinny stosować
się do niej normalnerównaniahydrodynamikii termodynamikiprzepływu. W
praktycenie jestésmy w stanieśledzíc każdego wiru a w dodatkujest wątpliwe
czy takierachunkibyłyby stabilne.Z brakulepszejteorii astronomowie odwołują
siędofenomenologicznejteoriadrogimieszaniaopartejnaniedokońcaudowod-
nionych załȯzeniachi co gorszeobciążonej co najmniej jednym parametremo
nie znanejz góry wartósci. Konwekcjai teoriadrogi mieszaniabędą omawiane
dokładniejnawykładziez fizyki wnętrzgwiazd.
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2.2 Rodzajerównowagi termodynamicznej

2.2.1 PełnaRównowagaTermodynamiczna(RT)

Równowaga termodynamiczna(pełna) (RT) wymagajednolitej temperatury*
w całym ukądzie i stałósci w czasiepozostałychparametrówstanu(n.p. Ì ).
Mikroskopowo RT ustalasię wskutekwymiany i uśrednieniaenergii cząsteczek
we wzajemnychoddziaływaniach(n.p. zderzeniach).Układ ewoluujedo stanuw
którymilość przej́sć w obiestrony + à-, i +.,&à pomįedzykażdąparąstanówonumer-
achâ i / jestdokładnieta sama+ à-, Ö0+.,&à . Jestto t.zw. równowagaszczegółowa.
W szczególnósci w RT rozkładcząstekmiędzykażdą parą poziomówenergety-
cznychjestrozkłademBoltzmanna(niemylić z równaniemBoltzmannao którym
mowabyła wczésniej): Ì1,

Ìsà Ö Ñ2,
Ñmà
3 Ï 4#5�674)89;: (2.18)

gdzieÌ�à i Ì1, sągęstóscią(obfitością)cząsteczkw tychstanach,< à i <=, ich energią
a Ñmà i Ñ2, to wagistatystyczneczyli ilości różnychstanówcząsteczkiodpowiadają-
cychtej samejenergii. RozkładBoltzmannastosujesiędorelacjimiędzywszelkimi
stanamiw RT, a więc do rozkąducząsteczeko różnych prędkościach(różnych
energiachkinetycznych) ábÌ ä öOç$Ò,Ì , w różnych stanachjonizacji Ì�>�? Î Ò�Ì1> a także
do gęstósci energii Ú � fotonów o różnych energiach @BA . Odpowiednieenergie
to ÕÙö ü Ònû energia kinetycznacząsteczki, CB> - energią D -tej jonizacji oraz ener-
gia fotonu @�A . Ponieważ w każdej z tych 3 sytuacjicząsteczkimogą obsadzác
kontinuumstanówo róznych energiachwyliczenieodpowiednichwag statysty-
cznych wymagadodatkowych rozważán. Zamiasttego podamygotowe wyniki.
Odpowiednierozkładyzwanesą rozkładamiMaxwella,Sahyi Plancka.

á
Ì ä öOç
Ì Ö ß%ä öÓç$á Ê öîÖ Õ

û)E%õF*
ÊHG ü 3 ÏJILK MM 9;: á Ê ö r. Maxwella (2.19)

Ì�>�? Î Ì1N
Ì1> Ö û2OP>#? ÎOQ> û)E�ÕRN�õF*@ ü

ÊHG ü 3 ÏTSVU9&: ÞFW �TX @2Y (2.20)

Ú � á!A Ö[Z�E A üÔ Ê @�A3]\ � G �V^ ý È á�A r. Plancka (2.21)

(2.22)

Masyatomui elektronuoznaczylísmy Õ i ÕRN a Ì1N jestgęstóscią elektronów. Ta
ostatniapojawia się dlatego, że ilość różnych realizacjistanujonizacji jest pro-
porcjonalnado ilości par jon-elektron,czyli do Ì1>#? Î Ì�N . Przez O w rozkładzie
Sahyoznaczylísmy t.zw. funkcję podziałuczyli sumaryczn̨a wag̨e statystyczn̨a
wszystkichpoziomóww atomie. Jej obliczenienie jest proste,jako że samych
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poziomóww każdym atomie jest nieskończonósć. Nalėzy sumować wagi po-
jedyńczychpoziomówÑmà razyprawdopodobiénstwo ich obsadzeniaÛ*à , czyli OãÖ

à Û*à>Ñmà 3 Ï2_ 8 G �V^ . W wysokich stanachelektrony są zdalaod jądrai takie stany
bardzołatwosąniszconewskutekzderzén. Totėz Û^à zalėząodkoncentracjiatomów.
Swobodny elektronw staniejonizacjimożemieć2orientacjespinui stądodpowied-
niafunkcjapodziałujest û . RozkądemPlanckazajmiemysięszczegółowopóżniej.

2.2.2 Lokalna równowagatermodynamiczna(LRT)

W atmosferachgwiazdRT niejestmożliwaboświatło(fotony) uciekajązpowierzchni
powodującprzepływenergii nazewnątrz.Makroskopowoprzepływenergii wymaga
spadkutemperatury, cojestsprzecznez RT. Mikroskopowowskutekucieczkipro-
ceswysyłaniafotonównie jestw pełni równoważony ich absorpcj̨aczyli brakjest
równowagi szczegółowej. W konsekwencjimamynaskrajuatmosferycałą sek-
wencj̨e różnych stanówtermodynamicznych na skraju atmosfery. Co w"i ęcej,
nawet w jednym miejscuróżne rodzajematerii i promieniowaniamogą być w
niekompatybilnychstanachtermodynamicznych.

Jésli mimoucieczkifotonówmateriaw każdymmiejscuznajdujesięw takim
staniejak w RT ale o temperaturze* różnej z miejscana miejsce,mówimy o
lokalnej równowadzetermodynamicznej(LRT). Konsekwencj̨a LRT jest możli-
wość opisaniastanucałejmateriiw danympunkciejednąwartóscia* . W szczegól-
nościw LRT cząstkispełniaj̨acharakterystycznedlaRT rozkładprędkościMaxwella,
rozkładwzbudzén atomówBoltzmanna(nie mylić z równaniemBoltzmanadla
funkcji rozkładu) oraz rozkład stopni jonizacji atomów Sahy, dla ustalonejw
danym punkcieprzestrzenitemperaturyT. W innychpunktachT jestinne.

W LRT cząstki pozostajaw staniezgodnym z równowagą termodynamiczn̨a
natomiastfotony nie. Niejako z definicji zasįeg fotonóww atmosferzejestdługi,
bo muszą onemieć szans̨e ją opúscíc, wobectego nie osiągają onenigdy stany
równowagi termodynamicznej.Zasįeg cząstekw atmosferzepomįedzyzderzeni-
ami jestzwykle tak krótki, żepraktycznienie odczuwają onezmiantemperatury
w okolicy. To czy w wyniku zderzén ustali się wśródnich LRT zalėzy od tego
który procesdominuje: wzajemnezderzeniacząstekczy oddziaływaniecząstek
z fotonami. Procesypierwszego rodzajuprzywracaj̨a LRT, te drugieją niszczą.
Totėz w gwiazdachLRT maszansezaistniéc w głębszych,gęstszychwarstwach
atmosferygdziełatwo o zderzeniacząstek.Z tych warstwnazewnątrzwysyłane
są jedyniefotony w widmie ciągłym,bo tylko w tych czę́sciachwidmaabsorpcja
jest mniejszai fotony mogą uciekác z większychgłębokości. W LRT zasada
równowagiszczegółowej odnosisięwyłączniedoprocesówbezudziałufotonów.
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2.2.3 Lokalna nierównowagatermodynamiczna(LNRT)

Gdynie zachodziLRT mamydoczynieniaz lokalnąnierównowagą termodynam-
iczną (LNRT). W LNRT różnerodzajeatomówczyteż różnepoziomyw atomach
mogą mieć obsadzenieniezgodnez jedną wartóscią temperatury. Innymi słowy
niespełnionemogąbyć zarównorozkładySahydlajonizacji jak i Boltzmannadla
obsadzén poziomów(nie mylić z równaniemBoltzmanadla funkcji rozkładu).
RozkładMaxwella jest spełniony prawie zawsze. Jakpowiedzielísmy, głe"bsze
warstwy atmosferysprzyjają LRT. Znaczn̨a rolę LNRT odgrywa w warstwach
płytszych. W tych warstwach powstają najsilniejszelinie bowiem odpowiada-
jąceim fotony mają większeszansewydostaniasię nazewnątrz tylko z plytkich
warstw.

2.3 Charakterystyka promieniowania

Zadaniemteorii atmosferjestodtworzeniefunkcji rozkładupromieniowania(fo-
tonów)w całejatmosferze.W tym celubędziemytraktować fotony jako cząstki i
oprzemysię na równaniutransferu,analogicznym do równaniaBoltzmannaw
teorii kinetycznej. Efekty falowe fotonów ujawniają się jedynie w zakresach
dalekiejpodczerwienii radiowej, którenie będą nasinteresowały. Głównakom-
plikacjapoleganasilnym wzajemnym oddziaływaniupromieniowaniaz materią
co wymagarównoczesnego rozwiązywaniadla nich odpowiednichrównán kine-
tycznych. Tutajzajmiemysię charakterystyk̨apromieniowaniaaoddziaływaniuz
materią poświęcimynast̨epny paragraf.

2.3.1 Natężeniepromieniowania

Intensywnósć promieniaświatłarozchodz̨acego sięw jakimśkierunkumierzymy
jego nat̨eżeniemD . Nat̨eżenieto jestzdefiniowanetak, by ilość energii á�< prze-
chodzącaprzezukierunkowany elementpowierzchni á �

z kąta bryłowego áa`
przedzialeczęstósci á�A w czasieá
Ý wynosiła

á�<ëÖbD¤ä Þéå Ì åaAmå�Ý)ç Ì í á � ác` á�Aéá
Ý (2.23)

(2.24)

gdzieprzezÌ oznaczylísmyjednostkowy wektorw kierunkupromienia.Kosinus
kątapomįedzypromieniema normalnądopowierzchnioznaczymyd :

dúá � Ö Ì í á �
(2.25)
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Rysunek2.1: Gęstósć energii i nat̨eżeniepromieniowania

2.3.2 Gęstósć promieniowania

Nat̨eżeniepromieniowania D � z jegogęstósciąenergii Ú � wiążesięw nast̨epujący
sposóbÚ � ÖeD � ÒmÔ . Uzasadnienieopierasię natym, ze jeśli w

È ÔTÕ Ê
znajdujesię

ileś fotonówlecących prawie prostopadledo jednejześcian,to sredniopo czasieÈ ÒmÔ każdy z nich musiwyleciéc (Rys. 2.1). W tym czasiez kątabryłowego áa`
wokół prostopadłejdo ściany wleci D � ÒmÔ�áa` energii wypełniająccałą objętósć co
dajegęstósć D � áa` ÒmÔ . Trik polega,nazauważeniu,ze ilość fotonówwpadaj̨acych
skośnie przezboczneścianki na mocy symetrii jest dokładniekompensowana
przezfotony wylatującez drugiej strony, zatemznalezionagęstósć jest ścislą.
Odpowiednią funkcję rozkądudla fotonów dostajemydzieląc gęstósć przezen-
ergię fotonu ß � ÖfD � Ò2@BAéÔ . Dla całkowitej gęstóscipromieniowaniaizotropowegoÚ � pozostajeuwzgl̨edníc wszystkieinnekierunki,conamocy izotropii sprowadza
się dopomnȯzeniaprzezpełny kątbryłowy g)E , zatem

Ú � Ö g)E
Ô D � (2.26)

2.3.3 Momenty natężeniapromieniowania

Podobniejak dla funkcji rozkładucząstektak i dla promieniowaniawarto znác
odpowiedniemomenty. Ponieważ przy zadanejenergii @BA wartósć pędufotonu
jeststała,w momentachwystarczyuwzgl̨edníc pot̨egi wektorajednostkowego Ì .
Mamyzatemdlagęstóscienergii, jej strumieniai tensoraciśnién promieniowania

È
g)E

È
Ì

Ì ÌJh D � áa` Ö
È
g)E

Ô#< �
Ü �
Ô þ �

Ö
i �j �k �

energia
strumién
tens.císn.

(2.27)
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W środkowejkolumniewprowadziliśmyoznaczeniazgodnez przyjętymiw fizyce
aw ostatniejużywanew teorii atmosfer. W tym ostatnimprzypadku

i
jestzwane

średnimnat̨eżeniem,bo sumowaniei uśrednianiepo kąciebryłowym różnią się
jedynieczynnikiemg)E .

2.3.4 Momenty w atmosferzepłasko-równoległej

W atmosferzepłasko-równoległej elementkątabryłowego jest û)Eúáad a zalėznósćD od kierunkusprowadzasię do zalėznósci od d . Momentynat̨eżeniaprzybieraj̨a
prostą postác: i � Ö Î

ü
Î
Ï Î D � áad średnienat̨eżenie (2.28)j � Ö Î

ü
Î
Ï Î D � dúáad strumién (2.29)k � Ö Î

ü
Î
Ï Î D � d ü áad tens.́ciśn. (2.30)

2.4 Prosterozkłady kątowepromieniowania

2.4.1 Promieniowanie izotropowe

Promieniowaniew RT jestprzykładempromieniowaniaizotropowego. Załóżmy,
żenat̨eżeniepromieniowaniaizotropowego jest DÿÖ Ô#��Ì �9Ý i policzymyjego mo-
mentywprostz definicji (2.28)– (2.30).i Ö[D O ÖmlHn� D g.energii (2.31)j Ö É Ü Ö É

strumién (2.32)k Ö D o þ Ö lHnÊ � D ciś.prom. (2.33)

W tym przypadkustosunekß _ Ö k Ò i zwany czynnikiemEddingtonajest
È Ò
o

2.4.2 Izotr opowo świecącapółprzestrzeń

Całkująctylko po d � É
otrzymujemy

i ? Ö D
û (2.34)

j ? Ö Dg Ü ? Öbg)E j ? ÖpETD strumién (2.35)

k ? Ö Dq
(2.36)

I w tym przypadkustosunekß _ Ö È Ò
o
.
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Rysunek2.2: Liczeniegrzbietówfal wzdłuż wektora r

2.4.3 Dwa promienie

Dwa przeciwbiėzne nieskończeniewąske promiénie można przedstawić za po-
mocą funkcji s Diraca: tvu txw7szy�{ |p}f|1w!{�~ . Ze względu na symetrįe atmos-
fery płasko równoległej nie jest to jedenpromién ale cała ich wiązkależącana
powierzchnistȯzka.Wówczasmomentywynoszą

��� u t�w (2.37)��� u � (2.38)��� u |1�w txw (2.39)

W tym przypadkustosunek����u�|1w�� � . Ze względu na anizotropįe w at-
mosferzespowodowaną istnieniemgradientutemperatury, możnasię spodziewać
nadmiarupromieniowaniaprostopadłego do powierzchni,ale nie równoległego.
Widać, że nawet w skrajnych przypadkachczynnik Eddingtonazmieniasię w
stosunkowo niewielkim przedziale �)����� ��� � . Dla |1w0u ���2� � mamy�)��u��)�F� i w tym przypadkumożnasię spodziewać dobrego przybliżeniatrans-
ferupromieniowaniaprawie izotropowegozapomocąprzybliżeniadwupromieni.
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2.5 Promieniowaniew RT: Rozkład Plancka

2.5.1 Kwantowa natura promieniowania

W równowadzetermodynamicznejpromieniowaniemawidmotakiejakpromieniowanie
ciaładoskonaleczarnego. Wyliczenieprawidłowegokształtutego widmanie jest
możliwe bezodwołaniasię do fizyki kwantowej. To właśnieprzy okazji bada-
nia tego widma Planckprzyjął, że energia promieniowania jest podzielonana
porcjeczyli kwanty o energii @BA i zostałakuszeremmechanikikwantowej. Te
porcje dziś częstonazywamy fotonami. Odpowiednie rachunkisa szczególnie
prostegdyzałȯzymy, żepromieniowanieznajdujesięw szésciennym pudlez lus-
ter o bokuL. Wówczasw pudletrwałesą tylko falestojącea wszystkieinneule-
gają zgaszeniuwskutekinterferencjizeswoimi odbiciamiprzesunįetymiw fazie.
To się nazywa w fizyce załȯzenieperiodycznych warunkówbrzegowych. Trik
poleganawykazaniu,żewyniki słaboalbowcalezalėzą od L i odsunįeciuścian
na nieskończoną odległość. Wówczasmożnapowiedziéc, że warunki brzegowe
nie mająwpływu narozważany proces.

2.5.2 Gęstósć stanów

Każdą z fal stojących w pudleto jedenzestanówpromieniowania. Stany różnią
sięmiędzysobąkierunkiemrozchodzeniasięfali i ilościągrzbietoww pudle.Obie
własnósci stanumożna opisác za pomocą wektorafalowego õ o kierunku roz-
chodzeniasiefali i wartósci

õ Öãû)EúÒ2� Ö û)ETAéÒnÔ�W (2.40)

Ilość grzbietów � stanuõ wzdłuż wektora � to (Rys.2.2):

� Ö � í õ
û�E W (2.41)

Rozważając mały przedziałwartósci składowej n.p. � õ � przezróżniczkowanie
znajdziemy, żeodpowiadamu � � � Ö�� � �ÿõ � Ò.û)E stanówróżniących się skład-
ową õ � . Liczbę wszystkichmożliwych stanówotrzymamymnȯzącprzezsiebie
ilości róznych składowych w � , Y i � . Zatemw elemencieobjętósci á Ê õ mamy
á � Ö�� � � � � ó á Ê õéÒ@ärû)E%ç Ê stanówo różnej liczbie grzbietów. Pamįetając, żedla
każdegoz tychstanówmamyjeszcze2możliwepolaryzacjéswiatłai przechodz̨ac
od kartezjánskiego do sferycznego elementuobjętósci w przestrzeniwektorów õ
i korzystaj̨acz (2.40)mamy

á � Öãû�� A ü á�Aéá��
Ô Ê (2.42)

gdzie á�� jestelementemkątabryłowego.
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2.5.3 Średniaenergia stanu

Fotony są bozonami,co oznaczȧzew każdym staniemożesię znajdować wiele
fotonów. Stanowi w którym jest Ì fotonówodpowiadaenergia < 	 Ö Ì @BA . Ob-
sadzenietego stanu,zgodniez rozkłademBoltzmannajest   	¢¡ 3 Ï2£)_B¤ gdzie
tradycyjnie oznaczylísmy ¥ùÖ È ÒmõF* . Terazmożemypoliczyć srednįa energię
stanujako energięważoną jegoobsadzeniem:

�[< � Ö
¦	2§ ø < 	!3 Ï2£)_ ¤¦	�§ ø 3 Ï2£�_�¤ Ö ê

ê2¥
¨ª© ¦
	2§ ø

3 Ï2£)_B¤ Ö ê
ê2¥

¨ª© È
È ý 3 Ï2£ \ � (2.43)

Ostatniarównósć wynikaz zauważenia,że
¦	�§ ø 3 Ï2£�_�¤ Ö ¦	�§ ø 3 Ï2£

	 \ � jestsumą
szeregu geometrycznego. Wykonującróżniczkowaniemamyotrzymujemy

�[< � Ö @BA3 \ � G ��^ ý È (2.44)

2.5.4 Rozkład Plancka

Ponieważ w równowadzewsz̨edzietemperaturajest ta samaa promieniowanie
zalėzy wyłącznieodtemperatury, musibyć onoizotropowe. Zatemcałkowaniepo
kierunkachmożnawykonác w sposóbtrywialny zamieniaj̨ac á�� na g)E . Mnożąc
terazgęstósć stanówna jednostk̨e � przezich energię otrzymujemyostatecznie
rozkładPlanckagęstóscienergii promieniowania:

Ú � á!A Ö[Z�E A üÔ Ê @�A3 \ � G �V^ ý È á�A (2.45)

Nat̨eżenieizotropowego promieniowania « � z gęstóscią Ú � wiąże (2.31). Zatem
rozkładPlanckanat̨eżeniapromieniowania « i jego granicedla * � É

i * � ¬
zwanerozkładamiWienaorazRaleigha-Jeansasą

« � á�A Ö û � M� M \ �NVH®°¯ 9;: Ï Î á�A (2.46)� û � M� M @BA 3 Ï \ � G �V^ á�A dla * � É
Wien (2.47)� û � M� M õF* á�A dla * � ¬
R-J (2.48)

2.5.5 Prawo Stefana-Boltzmanna

W przypadkuizotropowo świecącejpląszczyzny napowierzchnic.d.cz.strumién
namocy (2.35)jest ET« � . Bolometryczny strumįeń z c.d.cz.to

Ü ÖpET« Ö�E ¦
ø

« � á�A Ö[±²* l (2.49)
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gdzie ± jest stałą Stefana-Boltzmanna.Ostatniarównósć wynika bezpósrednio
z zamiany zmiennych pod całką na �ëÖ�@BAéÒnõF* . Po tej zamianiei wyłączeniu
stałychcałkaniezawieraparametrówzatemjej wartósć też jeststałą. W tablicach
całekmożnaznalézć jej wartósć E l Ò È�³

, zatem± ÖmE l õ l Ò È�³ Ô ü @ Ê . Z wstawienia
tak wyznaczonegonat̨eżeniabolometrycznego « dowzorównamomentymamy

«ëÖ ´ ^Lµn nat̨eżeniepromieniowania (2.50)

OãÖ l � ±²* l gęstósć energii (2.51)þ Ö lÊ � ±²* l ciśnieniepromieniowania (2.52)

2.6 Oddziaływanie promieniowania z materią

2.6.1 Współczynniki emisji i absorpcji

Makroskopowo oddziaływaniepromieniowaniaz materią sprowadzasię do dwu
procesów:pochłaniania(absorpcji)i wysyłania(emisji) światła(fotonów).Wyda-
jność tychprocesówcharakteryzuj̨aodpowiedniowspółczynnikabsorpcjiC i emisji¶ . Są one tak okréslone, że na drodze á�� promieniowanieo nat̨eżeniu D traci
wskutekabsorpcjiá�<¸· energii azyskujeá!< _ wskutekemisji,gdzie

á�<=· Ö C ä Þéå Ì�åaAmå�Ý)çVD¤ä íbíbí ç9á � í á � áa` á�Aéá
Ý (2.53)

á�< _ Ö ¶ ä íbíbí ç$á � í á � ác` á�Aéá
Ý (2.54)

2.6.2 Grubość optyczna

Jako średnįa drog̨e swobodną fotonu okréslimy drog̨e � na które"j przy niereal-
istycznym załȯzeniustałychstratenergia absorbowanajestrównacałejdopływa-
jącejenergii á�<=· Öãá�< skądkładąc á!� Öã� mamy CPD^� ÖfD zatem

� Ö
È
C (2.55)

Bardziejpoprawne rozumowanieróżniczkowe opierasię na uwzgl̨ednieniupro-
porcjonalnósci stratdo D i zauważeniu,że á�< ¡ D a á�<=· ¡ ý¹CQD*á�� i przyrównu-
jąc á!D*Ò2D Ö ý"C{á��»º ý�á!¼ z rozwiązaniemD Ö½D ø 3 Ï2¾ G°¿ ºÀD ø 3 Ï2Á . Wówczas�
jestodległościąnaktórej nat̨eżeniepochłanianegopromieniowaniazmniejszysię
o czynnik 3 . Przyokazji wprowadziliśmypojęciegrubósci optycznej¼ jako mi-
arydrogipromieniaw jednostkach́sredniejdrogiswobodnej� Ö È Ò2C (Rys.2.3).
Częstojestwygodniemierzýc inną grubósć optyczną Â nię wzdłuż promieniaale
wzdłuż pewnego wyróżnonego kierunku,n.p. normalnejdo powierzchniatmos-
fery. Jésli kosinusnachyleniapromieniadonormalnejjest d to mamy á�¼ ÖëáaÂsÒ#d
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Rysunek2.3: Sposóbliczeniagłębokościoptycznej
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i dalej

á�DD Ö ý"C�á��Ãº ý á�¼Äºëý áaÂ�Ò�d z rozwiązaniem (2.56)

D Ö D ø 3 Ï2¾ G°¿ ºfD ø 3 Ï2Á ºfD ø 3 Ï2Å G°Æ (2.57)

Tutaj potrzebnejest ostrėzenie,że zdarzasię oznaczaniezarówno ¼ jak i Â tym
samymsymbolemÂ i tylko z kontekstuwynika o którą z wielkości chodzi.

2.6.3 Fizycznemechanizmyemisji i absorpcji

Jésli wskutekoddziaływanialiczbafotonówi ich własnóscinieulegajązmianiea
zmieniasię jedyniekierunekrozchodzeniasię mówimy o rozpraszaniu.W prze-
ciwnym wypadku,gdy fotony sąniszczone(pochłaniane)w procesiewzbudzania
elektronóww atomachmówimyopochłanianiu(absorpcji)rzeczywistej.Współczyn-
niki pochłanianiadla absorpcjirzeczywisteji rozpraszaniaoznaczymyÇ i ± i
ogólniemamy C×ÖfÇ ì ± (2.58)

Mikroskopowo, na procesemisji składaj̨a się dwa procesy:emisjaspontan-
icznado której stosujesię prawo (2.54)i emisjawymuszona,opisywanawzorem
(2.53)z ujemną wartóscią C . Dla wygody notacji przyjęto zawszeuwzgl̨edniác
we współczynnikuabsorbcji C . wkład od emisji wymuszonej,totėz w dalszych
rozważaniachwystarczyuwzgl̨edniác tylko dwa procesyokréslonewspółczyn-
nikami C i ¶ .

2.6.4 Funkcja źródłowa

Stosunekwspółczynnikaemisji doabsorpcjinazywamyfunkcją źródłową
�

:

� � Ö
¶ �
C � (2.59)

Nat̨eżeniepromieniowaniaw RT nazywamyrozkłademPlanckai oznaczymy« � .
Pó́zniej pokȧzemyże jestonoprostozwiązanez gęstóscią energii Plancka« � Ö
ä Ô�Ò�g)E%ç Ú � . W RT procesemisji musibyć w równowadzedetalicznejz procesem
absorpcji,zatemdla dowolnegokierunkumamy

¶ � ÖfC � « � r. detaliczna (2.60)

Tenszczególny przypadekrównowagidetalicznejjestzwany prawemKirchhoffa.
Wydajnósćoddziaływaniaatomuzpromieniowaniemzalėzyodstanukwantowego
atomui od rodzajufotonu. Jednakfoton o energii @BA w równowadzetermody-
namicznejniczym się nie różni od fotonu o takiej samejenergii bezRT. Zatem
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o ile tylko materiajest w LRT to współczynnikijej oddziaływaniez fotonamio
konkretnejenergii nie zalėzą od tego czy promieniowaniejestczy nie jestw RT.
Wniosek: w LRT funkcja źżódłowa musi być taka samajak w RT, zatemjest
funkcjąPlanckadla danejlokalnejtemperaturyT:

� � Ö
¶ �
C � Öf« � äÈ*�ç LRT (2.61)

Z podobnychpowodówemisjaw LRT i odpowiednia
�

musząbyć izotropowe.
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Rozdział 3

Równanietransferu i jego
rozwiązaniaformalne

3.1 Równanietransferu

3.1.1 Przypadekogólny

Rozpatruj̨ac promién biegnący wzdłuż kierunku Ì mamycałkowitą zmian̨e jego
energii nadrodze��� �É<ëÖb�É< _ ý��É<¸· (3.1)

Podstawiającwzory (2.23),(2.53)i (2.54)otrzymujemy

�ÉD*á � ác` á�Aéá
Ý Ö ä ¶ ýÊCQD^ç��É�ká � áa` á�Aéá
Ý (3.2)

Podstawiając

�ÉD Ö êBD
êB� �É� ì êBD

êmÝ � Ý Ö êBD
êB� ��� ì È

Ô
êBD
êmÝ �É� (3.3)

oraz êBD*ÒmêB� Ö Ì ï D otrzymujemy3-wymiarowerównanietransferu

È
Ô

êBD
êmÝ

ì ä Ì í^ï çBD Ö ¶ ýÊCQD (3.4)

3.1.2 Statyczneatmosfery1-wymiarowe

Dla atmosferystatycznejê¤Ònê^Ý Ö É
. Dla płaskiejatmosferyêBD�Ònê���Ö ä Ì í*ï çVD Öd ä á�D*Òmá��nç i równanietransferuredukujesię do

d á!D
á�� Ö ¶ ýÊCQD (3.5)
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Dzieląc stronamiprzez ý"C i wprowadzaj̨ac grubósć optyczną áaÂ�Ò�d Ö á�¼ãÖ
ý¹C�á�� Öëý"C�á!�nÒ�d otrzymujemy

d á�D �
áaÂ � ÖbD � ý � � (3.6)

gdziezapomocąindeksówpodkréslili śmyzalėznósćwielkościodczęstósciświatłaA . Taostatniapostác r. transferujestużywananajcz̨ésciej.W tej postacipoprawej
stroniepierwszyczłonodpowiadazaabsorpcj̨e adrugi zaemisj̨e. Ich wkądy á�D�·
i á�D _ do całkowitej zmiany natėzeniaá!D sąodpowiednio

á�D�· Öãý¹D*áaÂsÒ�d Ö ý"D*á�¼ (3.7)

á�D _ Ö ì � ácÂ�Ò�d Ö ì D*á!¼ (3.8)

(3.9)

Całkująć po pełnym kąciebryłowym g)E otrzymamyodpowiedniezmiany śred-
niegonat̨eżenia

á i · Öëý i áaÂsÒ�d Öëý i á�¼ (3.10)

á i _ Ö ì � áaÂsÒ�d Ö ì � á�¼ (3.11)

(3.12)

przyczymmilczącozałȯzyliśmy, że
�

jest izotropowe,jak to mamiejscew LRT.
Troch̨ebardziejskomplikowanerozważaniapozwalająnaznalezienier. trans-

feru dlasferyczniesymetrycznejatmosfery:

êBD
êB� Ö�d êBD

êmÞ
ì È ýËd ü

Þ
êBD
ê2d skąd

d êBD
ê^Þ

ì È ýËd ü
Þ

êBD
ê2d Ö ¶ ýÊCQD (3.13)

3.2 Momenty równania transferu

3.2.1 Przypadekogólny

Analogiczniedo ogólnego przypadkukinetyki cząstekz równaniatransferuw
postaci3-wymiarowej (3.4) jako zerowy i pierwszymomentyotrzymujemyrów-
naniecią"głości i zachowaniapędudla fotonów:

êB< �
êmÝ

ì ïëí Ü � Ö ¶ � ý�C � Ô#< � (3.14)
È
Ô

ê Ü �
ê^Ý

ì Ô ïëí þ � Öãý¹C � Ü � (3.15)
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3.2.2 Atmosfera plasko-równoległa

Momentyr. transferudúá�D � ÒmáaÂ Ö[D � ý � � w atmosferzepłasko równoległej przy-
bierają postác

á j �
ácÂ � Ö i � ý � � (3.16)

á k �
áaÂ � Ö j � (3.17)

W tej postaciprzyznanym
�

jestto układrównán różniczkowychnie domknįety,
bo mamy2 równaniaa3 niewiadomefunkcje

i
,
j

i
k

.

3.2.3 Metoda czynników Eddingtona

Jako czynnikEddingtonaoznaczymy

ß _ � Ö
k �i � (3.18)

W przypadkuizotropowym D Ö Ô#�)Ì$��Ý ten czynnik ma wartósć
È Ò
o
, co wynika

wprostz (2.31)i (2.33).W ogólnym przypadkujegowartósć będzieinnai zalėzna
od położeniaw atmosferze.Możnaoczekiwać, że głeboko w atmosferzeskąd
fotony uciekają z trudemi gdziepowstają warunki zbliżonedo RT ß _ � � È Ò

o
.

Podstawiając do równania(3.17)
k � Ö ß �_ � i � , różniczkując i podstawiając do

(3.16)otrzymujemyinnąpostác równaniatransferu

á ü ß �_ � i �áaÂ ü� Ö i � ý � � (3.19)

Jestonoo tyle wygodna,̇zewyst̨epującew nim
i � niezalėzą od kątów.

MetodaczynnikówEddingtonaprzypominametod̨eFeautrieuo tyle, żerozwiązuje
się w niej równanieróżniczkowe 2-rzędu. Mianowicie, zakładaj̨ac, że w õ -tym
przybliżeniu ß �_ � jest znanerozwiązujemy(3.19) metodą opisan̨a w paragrafie
6.2.3.Obliczeniamożnarozpocz̨ać kładąc ß ø_ � Ö È Ò

o
, jak w przybliżeniuEdding-

tona. Otrzymujemyõ -te przybliżenie
i �

w całejatmosferze.Podstawiając takiei �
doogólnegowyrażeniana

�
i stosuj̨acrozwiązanieformalne,o którychmowa

dalejotrzymamyD � . Stądobliczająccałki (2.28)i (2.30)otrzymamynowe przy-
bliżenieczynnikówEddingtonaß � ? Î_ � i całą operacj̨e możnapowtórzyć. Okazuje
się, że taka procedurajest zbiėzna i stanowi jedną ze skutecznych metodnu-
merycznych rozwiązywaniarównaniatransferu.
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3.3 Formalne rozwiązaniar. transferu

Ze względunawzajemnesprz̨eżeniepromieniowaniai materiiw atmosferze,nie
sposóbjestokréslić zalėznejodtej ostatniejfunkcji żródłowej

�
bezznajomósci D .

By takiepełnerozwiązaniebyło możliwe trzebabędzieskorzystác z dodatkowego
warunkut.zw. równowagi promienistej.Totėz podając tutaj rozwiązaniarówna-
nia transferuw których

�
jestz góry załȯzoną funkcją mają jedyniesensformal-

nycównaniaróżniczkowego bezkonkretnego odniesieniafizycznego zagadnienia
transferupromieniowaniaw atmosferze.Rozważymy szereg rozwiązán formal-
nychdla różnychpostaci

�
. Dla wygodynotacjipomijamyindeks A .

3.3.1 Ośrodekbezemisji i absorpcji

Kładącw równaniu(3.5) C Ö ¶ Ö É
dostajemy

d á�D
á�� Ö É Ì D ÖëÔ#�)Ì$�9Ý (3.20)

3.3.2 Ośrodekbezabsorpcji

Dlaoptyczniecienkiegoobłokugazowegoemitującegoalepraktycznieniepochła-
niającego, C×Ö É

stąd

d á�D
á!� Ö ¶ Ì D¤ä;�må�d ç Ö[D ø ì ó

ó�Í ¶ á��d (3.21)

Jestto przypadekrealistyczny, sćiśle spotykany w tych mgławicachgazowych
które emitując linie wzbronionenie mogą ich pochłaniác, wskutekt.zw. reguł
zakazudlapewnychprzej́sć kwantowych.

3.3.3 Ośrodekbezemisji

Dla oświetlonego od tyłu ciemnego obłoku lub chłodnejwarstwynadgorącą at-
mosfer̨amamyw przybliżeniu

� Ö É
, zatemprzypadekjuż rozpatrywany w para-

grafie2.6.2. Wstawiającdo wzoru(3.6)
� Ö É

, całkując i nakładaj̨acnawejściu
warunekpoczątkowy DÓäÈÂ�çúÖfD Å otrzymujemynawy"j ściu

d á�D
ácÂ Ö[D�å�DÓäÈÂ�çúÖbD Å Ì D¤ä É ç%Ö[D Å 3 Ï2Å G°Æ (3.22)
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3.3.4 Ogólnerozwiazanieformalne

Zapisującrównanietransferuw postaciD ýÎdúá�D�ÒnácÂ Ö �
i mnȯzącstronamiprzez

t.zw. czynnikcałkujący 3 Ï2Å G°Æ możemyje scałkowaćstronamiw granicachÂ Î �ÏÂ ü
bowiem d ä á*ÒmáaÂ�ç
ä 3 Ï2Å G°Æ D^ç Ö ý 3 Ï2Å G°Æ D ì 3 Ï2Å G°Æ d ä á�D*ÒmáaÂ�ç . Dzieląc wynik przez3 Ï2ÅVÐ G°Æ otrzymujemy:

D¤äÑÂ Î å�d%ç%Ö[DÓäÈÂ ü åxd%ç 3 ÏJÒ M 6 Ò ÐÓ ì Å M
Å�Ð
3 ÏJÒ 6 Ò ÐÓ � äÈÂ�ç áaÂd (3.23)

3.3.5 Atmosfera pół-nieskończona

Kładącdla d � É
wewzorze(3.23)Â Î Ö�Â orazÂ ü � ¬

otrzymujemyrozwiązanie
formalnedla płasko-równoległej atmosferypół-nieskończonej:

D¤äÈÂ@å�d � É ç%Ö
¦
Å

3 ÏJÔ 6 ÒÓ � ä3Ý)ç á
Ýd (3.24)

W szczególnósci dla Â Ö É
otrzymujemynat̨eżeniepromieniowaniaopuszcza-

jącego atmosfer̨e. Podobniedla promieniowaniaidącego do wnętrzaatmosfery,dÕ� É
, kładąc Â Î Ö É

i Â ü Ö�Â przy brakuoświetleniazewnętrznego D¤ä É å�dÖ�É çúÖ É
otrzymujemy

D¤äÑÂéå�d�� É ç%Ö
¦
Å

3 ÏØ×ÙÔ 6 ÒÓ × � ä3Ý)ç á
ÝÚ d Ú (3.25)

3.3.6 RozwiązanieBarbier-Eddingtona

Ważnym przybliżeniemfunkcji żródłowejjestfunkcjaliniowa

� äÑÂ ç Ö X ì�Û Â (3.26)

W większósciatmosferjestonadość dobrymprzybliżeniemjużdla Â � È
. Wstaw-

iając do (3.24) i całkując przezczę́sci dostajemyrezultatzwany rozwiązaniem
Barbier-Eddingtona:

D¤ä É å�d � É ç%Ö
¦

ø
3 Ï ÒÓ ä X ì�Û Â�ç ácÂd Ö X ì�Û d Ö � äÑÂ÷Öpd%ç (3.27)

Jestto ważny wynik, sugeruj̨acy dla ogólnych ale dosýc gładkich funkcji
� äÑÂ ç

przybliżenienat̨eżeniapromienowanianapowierzchniprzez
� äÑÂ÷Ö�d%ç .
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3.3.7 Warstwa jednorodna

Gdy wstawimy do(3.23)
� ÖëÔ#�)Ì$�9Ý , Â Î Ö É

i Â ü Öp* otrzymamy

D¤ä É åxd%ç Ö 3 Ï : Ó DÓäÈ* å�d%ç ì ä È ý 3 Ï : Ó ç � (3.28)

Jestto rozwiązanietransferupromieniowaniaprzezwarsw̨ejednorodn̨agazu.Pier-
wszyczłonuwzgl̨edniapochłanianiezewnętrznegopromieniowanieadrugiemisj̨e
wewnątrzobłoku.W szczególnóscidla DÓäÈ* å�d%ç%Ö É

i d Ö È
mamy

D¤ä É å È ç Ö ä È ý 3 Ï ^ ç � (3.29)� �
dla * � ¬

(3.30)� � * dla * � É
(3.31)

Przypadkiasymptotyczneodnosz̨asięodpowiedniodoobłokupół-nieskończonego
i do cienkegoobłoku.

3.4 Przybli żeniedyfuzyjne

3.4.1 Rozwinięcienatężeniaw szeregTaylora

Dla dużych głebokości Â � ¬
fotony mają minimalną szans̨e ucieczki,zatem

warunkizbliżają siędo RT. Wówczas
� � � « � cowynikazeszczególnegoprzy-

padkuzasadyrównowagi detalicznej,zwanego prawemKirchhoffa: Ç � « � Ö ¶ � .
Dla wygodynotacjiw tym paragrafieopúscimyindeksy A pamįetając jednak,że
aż do odwołaniawszystkiewielkości wyst̨epującewe wzorachz wyjątkiem d są
zalėzneod A . Jésli tak to rozkładaj̨acw szereg Tayloraw tym przybliżeniumamy

� ä3Ý)çúÖ
¦
	2§ ø

á 	 «
áaÂ 	 ä>Ý�ýËÂ�ç 	

Ì$Ü (3.32)

Z rozwiązaniaformalnegopo zamianiezmiennych YîÖ ä3Ý ýËÂ ç9Ò�d mamy

¦
ø ä3Ý%ýÝÂ ç 	 3 Ï Ô 6 ÒÓ ôxÞÆ Öpd 	 ¦

ø
Y 	 3 Ï � áaY Ö�d 	 Ì$Ü (3.33)

DÓä3Ý�å�d%ç%Ö ¦	2§ ø d
	 ô ¤Vßô Å ¤ Öb« ì d á�«

áaÂ ì dsü á ü «
áaÂ ü

ì íbíbí (3.34)

3.4.2 Momenty

Głeboko w gwieżdziezmiany temperaturyprzebiegająpowolii i w sposóbgładki,
zatempochodnemożnaoszacować ilorazami różnicowymi á 	 « ÒnácÂ 	 ¡ « Ò�Â 	 .
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Ponieważ n.p. w Słońcu Ç ¡ È
lub więcejto jego grubósc optycznaÂ � È�É Î ø ,

zatemwe wnętrzupowyższyszereg Taylorajestszybko zbiėzny i z dużą dokład-
nością możnago uciąć po dwu wyrazach.Obliczająckolejnemomentyrozkładu
dostajemy

i äÑÂ�ç Ö « ì ÎÊ ô M ßô Å M ì íbíbí � « (3.35)j äÈÂ�çúÖ ÎÊ ô ßô Å ì íbíbí (3.36)k äÑÂ�ç Ö ÎÊ « ì ÎË ô M ßô Å M ì íbíbí � Èo « (3.37)

gdziegranicedotyczą Â � ¬
.

3.4.3 Równaniepromienistegotransportu ciepła

Teraz powracamydo indeksów A . Wielkości bez indeksuoznaczaj̨a wartósci
wycałkowanepo A . W granicy dużego Â mamy

j � Ö ä È Ò
o
ç9á�« � ÒnácÂ �

Öëý ä È Ò
o C � çbä á�« � Òmá��nç i dalejkorzystaj̨azzeznanejanalitycznejzalėznósci « � äÈ* ç

otrzymujemy j � Ö ý
Èo C � á�« �

áa* ác*
á!� (3.38)

Przybli̇zeniena którym opierasię to równanienazywamy je przybliżeniemdy-
fuzyjnymtransportuenergii. Stosujesięonow przypadkumałejanizotropiipromieniowa-
nia, głęboko w atmosferzei we wnętrzachgwiazd. Równanie(3.38)ma postác
podobn̨a do równaniaprzewodnictwa bowiem przewiduje proporcjonalnósć stru-
mienia energii i gradientutemperatury. Współczynnikproporcjonalnósci

ò Ö
ä È Ò
o C � çbä¿á!« � Òmáa*�ç nazwiemywspółczynnikiemprzewodnictwapromienistego.

3.4.4 Transport energii i średniaRosselanda

Całkując(3.38)po A dostajemypodobn̨apostác dla strumieniabolometrycznego

j Öëý
Èo CBà á�«

ác* áa*
á�� oznaczaj̨ac (3.39)

Î¿�á ô ßô ^ Ö
¦

ø
È
C � á!« �

áa* á�A (3.40)

gdzieostatniwzórdefiniujenowąwartósć średnįanieprzezroczystósci CBà , zwaną
średnįa Rosselanda.Okazujesię, ze jeśli za wczasupoliczyć tablice CBà , to w
warunkachstosowalnósci przybliżeniadyfuzyjnego transportenergii sprowadza
się dozwykłego,skalarnego równaniaprzewodnictwa,bezzalėznósci od d i A !
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Godzi się tutaj omówíc bliżej własnósci średniejRosselanda.Widać, że do
średniejznajwiększ̨awagąwchodząteprzedziałyczęstósci,gdzienieprzezroczys-
tość jestmałaa strumįenPlanckaduży. Możnato wyjaśníc naprzykładziepomi-
aruprzepływuwodyw potoku.Dla średniegoprzepływuobszarykorytazarósnįete
sitowiem lub wręczzatamowaneprzeszkodaminie są istotne. Liczą się warunki
tam, gdzie potok płynie wartko, gdzie brak przeszkód. Bardziej bezpósrednia
analogiadotyczyoporuwupadkowegoopornikówlączonych równolegle. Podob-
nie w widmie różneprzedziałyA stanowią równoległekanałytransportuenergii.

3.5 Operatory i całkowa postác r. transferu

3.5.1 Całkowa funkcja wykładnicza

Całkową funkcjęwykądnicz̨a < 	 äÑ��ç nazywamycałkę

< 	 äÑ��çúÖ
¦

Î Ý Ï 	 3 Ï � Þ á
Ý Ö�� 	 Ï Î ¦
� Ý Ï 	 3 Ï Þ á
Ý (3.41)

Dla dużych � w pierwszejpostacitylko funkcjawykładniczaulegaszybkimzmi-
anomz Ý , zatemmamy przybliżenie < 	 äÑ��ç � ¦Î 3 Ï � Þ á
Ý . Zamieniaj̨ac zmi-
enną całkowaniana Y Ö��@Ý znajdujemy< 	 äÑ��ç � 3 Ï � Ò�� . Natomiastz drugiej
postaciwstawiając zamiastÝ,Ï 	 wartósć maksymaln̨a ��Ï 	 znajdujemyoszacow-
anie < 	 äÈ��çãâ 3 Ï � Ò�� . Pozostałewłasnósci < 	 wynikają z prostego różniczkowa-
nia po parametrzelub całkowaniaprzezczę́sci jednejz postacicalki:

< 	 äÑ��ç � Ö
3 Ï �� dla � � ¬

(3.42)

< 	 äÑ��ç â Ö
3 Ï �� (3.43)

< 	 ä É ç Ö
È

Ì÷ý È (3.44)

<åä	 äÑ��ç Ö ý¹< 	 Ï Î äÈ��ç (3.45)

< 	 äÑ��ç Ö
È

Ì÷ý È�æ 3 Ï � ýË�P< 	 Ï Î äÈ��ç�ç (3.46)

< ø äÑ��ç Ö
3 Ï �� (3.47)

3.5.2 Operatory momentów

W tymparagrafierozważamytylkopromieniowaniew jednejczęstóscii opúscimy
indeksy A . Dla atmosferypół nieskończonejrozwiązanieformalner. transferu
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Rysunek3.1: Geomeria(po prawej) i pochlanianie(po lewej) promieniowania
generowanegoprzezźródłarozmieszczonew atmosferze

przybierapostác

DÓäÈÂ@å�d ç%Ö
¦Å Åø

� ä3Ý)ç 3 Ï Ú Ô 6 ÒÓ Ú á
ÝÚ d Ú d � É
dÝ� É (3.48)

Przy tym wynik zalėzy od całej funkcji
� ä í ç a nie tylko od jej jednej wartósci� äÈÂ�ç (Rys. 3.1). Taką relacj̨e funkcji argumentu

�
i funkcji wyniku D nazywamy

operatorem.Gdywynik zalėzy liniowo od argumentuto operatorjestoperatorem
liniowym. Całkowanie i różniczkowanie są szczególnymi przypadkamiopera-
torów liniowych. W operatorachcałkowych funkcje pod całką przyjęto dzielić
na argumentoperatora,w tym przypadku

�
i pozostałósć zwaną jądremopera-

tora lub jądremcałkowym. W naszymprzypadkujądroto 3 ÏØ×éè Þ Ï2Åcê G°Æ ×;Ò�d . Zwykła
zalėznósć algebraicznadwu funkcji jestprzykłademtrywialnejpostacioperatora.

Całkując po kątachrozwiązanieformalneotrzymujemy
i äÑÂ ç jako operator

liniowy działający na
� äÈÂ�ç . Operatortennazywamyoperatorem� . Podstawiając

(3.48)do definicji
i

i zamieniaj̨acw drugiejcałced na ýãd mamy

� æ � çëº i äÑÂ çúÖ
È
û

Î
Ï Î D*áad Ö

È
û

¦
Å ábÝ

Î
ø

áadd ì Å
ø

á
Ý ø
Ï Î

áadd
� ä>Ý)ç 3 ÏØ× Ô 6 ÒÓ ×

Ö
È
û

¦
ø

ábÝ � ä3Ý)ç
Î

ø
áadd 3 Ï¸ì Ô 6 Ò ìÓ
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Całkapo d dajesię wyrazíc przez < Î ä Ú Ý ýÏÂ Ú ç . Podobniedla
j

i
k

definujemy
całkowe operatoryliniowe í i î . Popodobnych przekształceniacchdla wszyst-
kich 3 operatorówotrzymujemy

� æ � ç º i ä>Ý X Ú ç Ö Î
ü

Î
Ï Î D*áad Ö

È
û

¦
ø

� ä3Ý)çV< Î ä Ú Ý ýÝÂ Ú ç$ábÝ (3.49)

í æ � ç º j ä>Ý X Ú ç%Ö Î
ü

Î
Ï Î Dcd%ácd Ö

È
û

¦
Å ý Å

ø
� ä3Ý)çV< ü ä Ú Ý ýËÂ Ú ç$ábÝ (3.50)

î æ � çëº k ä>Ý X Ú ç%Ö Î
ü

Î
Ï Î Dad ü ácd Ö

È
û

¦
ø

� ä3Ý)çV< Ê ä Ú Ý ýÝÂ Ú ç$ábÝ (3.51)

Jądratych operatorówwyrażają się przezfunkcje < 	 ä Ú í Ú ç . Jądro � jest przed-
stawione na Rys. 3.2 wraz z jądrem < ø ä Ú í Ú ç operatoranat̨eżeniapromieniowa-
nia z wzoru (3.48) dla różnych kątów. Fizycznainterpretacjaszerokości jądra,
n.p. jego szerokości w połowie wysokości to zasįeg żródełpromieniowaniaktże
okréslają daną wielkość. Widzimy zatem,że średnienat̨eżenie

i
jest okréslone

przezstosunkowo blisko położoneźródła.NajwiększyprzedziałÂ zajmują źródła
okréslające D¤äÈÂ@å�dùÖ É ç . Można to zrozumiéc, gdyż przy zadanejnieprzezro-
cystósci do najdalszychwarstwsięgapromieniowanieidąceprostopadle.Zródła
nat̨eżeniadla dÝ� É WÑg są jeszczebardziejzlokalizowaneniż te dla

i
.

3.5.3 Reprezentacjadyskretnychwarstw

Dla praktycznych zastosowań operatorówliniowych decydująceznaczeniema
fakt, że ich działanienafunkcjachokréslonych nadyskretnumzbiorzeargumen-
tów możnawyrazíc przezmnȯzenieprzezpewną macierz.Takieprzybliżeniew
pełninadajesiędoobliczén. Fizycznieoznaczato, żeciągłąatmosfer̨e rozbijamy
na pewną ilość cienkichwarstw jednorodnych. Jésli składowymi wektora

�
są

wartósci funkcji
�

w kolejnych warstwacha wektora
i

sredniewartósci nat̨eże-
nia e tych warstwach,to operator� możnaprzedstawić zapomocą macierzy � ,
takiej, że i Ö � �

(3.52)

Porównuj̨ac ze wzorem (3.49) przekonujemy się, że elementymacierzy � są
wartósciami jądra < Î dla różnych argumentów. Działając macierz̨a � na zero-
jedynkowy wektorbazykartezjánskiej 3 à otrzymujemyâ -tą kolumn̨emacierzy:

��àsÖ � 3 à (3.53)

To równaniemożnazinterpretować w tensposób,̇zekolumna � à podajerozkładi
w atmosferzew której żródłopromieniowaniaznajdujesię jedyniew warstwie

â -tej.
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Rysunek3.2: Jądracałkowedlaoperatoranat̨eżeniapromieniowaniaoraznat̨eże-
nia uśrednionego(wz. 3.48i 3.49
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Rozdział 4

Prostemodeleatmosfer

4.1 Atmofera szara

4.1.1 Momenty r. transferu

Atmosferaszarato atmosferaw którejpochłanianieniezalėzy od A , i odpołożenia
czyli C � ÖfC×ÖãÔ���Ì �9Ý (4.1)

W rzeczywistychatmosferachnigdy nie jest to spełnione,alew gorących gwiaz-
dach,gdzie dominujerozpraszanieThomsonowskie na elektronachi w Słońcu
gdzieduży wkład daje

j Ï zalėznósć nieprzezroczystósci ciągłejw dużej czę́sci
widmajestdosýc gładka.

Wygodniebędzierozważác całkowity transportenergii, wycałkowany po A .
Wielkości bezindeksuA będą tutaj oznaczác wielkości całkowite, wycałkowane.
Z zerowegoi pierwszegomomenturównaniatransferuwycałkowanegopo A (3.16)
i (3.16)mamy

á j
áaÂ Ö i ý �

(4.2)

á k
áaÂ Ö j

(4.3)

4.1.2 Równowagapromienista

Ponieważ atmosferajeststatyczna,niemaźródełenergii to całkowity jej strumién
wsz̨edziemusi być ten sam,czyli

j Ö Ô#�)Ì$��Ý skąd
i Ö �

. Jestto warunek
równowagi promienistej,odmianaprawa zachowaniaenergii. W LRT

� ÖÕ« i z
(2.49)mamy

� äÈÂ�çúÖ i äÑÂ�çúÖ[«ÙäÑÂ ç Ö ±²* l äÑÂ çE (4.4)
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4.1.3 Funkcja Hopfa

Stałystrumién możnaprzyrównác do strumieniaz c.d.cz.o pewnej temperaturze*�N : g)E j Ö ÜãÖf±²* lN ÖëÔ#�)Ì$��Ý (4.5)

Jestto definicja *�N zwanejtemperatur̨a efektywną. Jestonastałymparametrem
atmosfery, tak jak Ü . Temperaturaefektywnanie jest temperatur̨a powierzchni.
Ta ostatniato * ä É ç . Jésli

j Ö Ü Ò�g�E ÖùÔ#�)Ì$��Ý to możemyscałkować równanie
dla drugiegomomentu k Ö Üg)E äÈÂ ì�ï ç (4.6)

gdzie
ï

jeststałą całkowania.
Jakwiemy, głęboko, w granicy Â � ¬

fotony mają małeszanseucieczki i
atmosferazbliżasiędoRT, zatem

i � k Ò
o

czyli dowartóscidlapromieniowania
izotropowego. Zatemmożnanapisác

i äÈÂ�ç Ö
o
Üg)E äÑÂ ì�ð äÈÂ�ç$ç gdzie (4.7)ð äÑÂ ç � ï

dla Â � ¬
Funkcja

ð
nazywa się funkcją Hopfa. Możnapodác równaniecałkowe którego

jestonarozwiązaniem.Wyrażając
i

zapomocąoperatora� (3.49)otrzymujemy:

i äÈÂ�çúÖ � æ � çéÖ � æ i ç@Ö
È
û

¦
ø

i ä>Ý)çV< Î ä Ú Ý ý�Â Ú ç$á
Ý (4.8)

Podstawiając(4.7) i upraszczaj̨acstałemamy

Â ì�ð äÑÂ ç Ö
È
û

¦
ø

ä3Ý ì�ð ä3Ý)ç$çV< Î ä Ú Ý ýËÂ Ú ç$ábÝ (4.9)

Dalejprzedstawimy bardziejpraktycznesposobyznajdowaniafunkcji Hopfa. Tu-
taj ograniczymysię dopodaniapodstawowej jej własnósci: jestto funkcjamono-
toniczna,zmieniającasięw przedziale

Èñ o Ö É W ³2ò2ò � ð äÑÂ�ç�� É W ò@È,É
É �pÂ � ¬

Dla znanejfunkcji Hopfa mamyteż
i Ö � Ö�« i zalėznósć * äÑÂ ç . Nat̨eżenieD możnaznalėzć z rozwiązaniaformalnego (3.24)i (3.25),a stądwszystkieinne

potrzebnewielkości.
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4.2 Rozwiązaniadla atmosfery szarej

4.2.1 Przybli żenieEddingtona

Przybli̇zenieEddingtonaopierasięnazałȯzeniu,żew atmosferzeszarejjestmiędzy
parzystymimomentamiK i Jjestspełniony taki związekjakw przypadkuizotropowym:

k Ö
Èo1i

(4.10)

Z porównaniarozwiązán dla momentówr. transferu(4.6) i (4.6) wynika, że w
tym przybliżeniu

ð Ö ï Ö Ô���Ì �9Ý zatemzarównofunkcja źródłowa jak i średnie
nat̨eżeniesą liniowymi funkcjami Â :

� Ö i Ö
o
Üg)E äÈÂ ì�ï çVW (4.11)

Zatemstosujesię tu rozwiązanieBarbier-Eddingtonai otrzymujemygotowy wzór
narozkładkątowy nat̨eżeniapromieniowanianapowierzchni:

D¤ä É å�d%ç Ö � äÈd%ç%Ö
o
Üg)E äÑd ì�ï ç�W (4.12)

W oparciuo znanenat̨eżeniemożnawyznaczýc strumién Ü i w tensposóbustalíc
dotądnieznan̨awartósć stałejcałkowania

ï
:

ÜãÖbg�E j Ö g)E
û

Î
ø

o
Üg)E äÑd ì�ï ç2d ácd Ö

o
Ü
û

Èo ì ï
û (4.13)

Z przyrównaniaobu stronmamy
ï Ö û^Ò

oôó ð äÑÂ ç . Wstawiając tę wartósć do
powyższychwzorówna

�
oraz D¤ä É å�d%ç otrzymujemywyniki przybliżeniaEdding-

tonaw postacianalitycznej:

«îäÑÂ�ç Ö � äÈÂ�çúÖ i äÈÂ�çúÖ
o ±²* lNg�E Â ì û o

(4.14)

D¤ä É å�d%çD¤ä É å È ç Ö û³ ì
o
³ d (4.15)

* l Ö
o
g * lN Â ì ûo

(4.16)

Ostatniez równán otrzymalísmyz równania4.14po podstawieniu « Öm±!* l Ò#E i
z definicji temperaturyefektywnej Ü Ö�±²* lN , odpowiadającejzwiązkowi Ü i *�N
dla c.d.cz. Równanie(4.15) opisujezjawisko pociemnieniabrzegowego. Jest
ono poglądowo zilustrowanena Rys. 4.1 a spowodowanejest przy patrzrniu
pod duźym kątemwidocznoscįa tylko płytszychi chłodniejszychwarstw, gdzie
f.źródlowamamniejsząwartósć. cor
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Rysunek4.1: Geometriaucieczkifotonow z powierzchni(u góry) i jej związekz
pociemnieniembrzegowym
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4.2.2 RozwiązanieChandrasekhara

RozwiązanieChandrasekharaopierasięnaprzedstawieniucałkipokątachw postaci
dyskretnejjako sumydla û"Ì kątów. Jakwiadomow granicy Ì � ¬

takieprzed-
stawieniecałekjest ścisłezatemrozwiązanieChandrasekharamożeposłu̇zyć do
znalezieniadokładnego rozwiązaniadla atmosferyszarej.Podstawiającwarunek
równowagipromienistej

� Ö i
bezpósredniodo równaniatransferumamy

d�à êBD$àê2Â ÖbD�àOý
	

, § Ï 	
X ,#D�, (4.17)

Przy tym zamiastcałki
i Ö �

podstawili śmyodpowiednią sum̨e w które"j wagiX , oraz kosinusykątów dQ, sa tak dobraneby wyniki dla całek funkcji stałej i
liniowej były ścisłe:

È
û

X , È Ö È
(4.18)È

û
X ,Hd1, Ö É

(4.19)

W rzeczywistósci g,Ì stałych
X , oraz dQ, możnawybrác tak by wyniki były ścisłe

dla całekwszystkichwielomianówd aż do stopniag"Ì ý È
. Takieprzedstawienie

całeksumaminazywasiękwadraturamiGaussai jestomawianew podr̨ecznikach
metodnumerycznych n.p. Ralston(1965),Presi in. (1992). Z symetrii naszej
całki wynika, że

X
Ï , Ö X , orazd Ï , Ö ýãdQ, .

Równanie4.17posiadarozwiązanieszczególnepostaci

D$àsÖfõ ì d�à ì Â (4.20)

gdzie õ jeststałą. Sprawdzamyprzezpodstawieniedo(4.17).Pamįetająco (4.18)
i (4.19)otrzymujemydlaobu strond�à�Öfõ ì d�à ì Â ýpõ ýöÂ , czyli równaniejest
spełnionei jest to istotniejego rozwiązanie.Równanie4.17możnazapisác wek-
torowo w znajomejpostacirównaniaróżniczkowepierwszegostopniai o ro"wnie
znajomymeksponencjalnym rozwiązaniuogólnym:

ê D
ê�Â Ö ÷ D z rozwiązaniem (4.21)

D Ö � 3 � Å (4.22)

Podstawiającdo równaniajego rozwiązanieogólnedostajemywarunekna õ :

õ � Ö ÷ � (4.23)

Jestto tak zwanezagadnieniewłasne.W odró̇znieniuod przypadkuskalarnego,
w przypadkuwektorowym mamy û"Ì rozwiązán dla õ i ostatecznerozwiązanie
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ogólnejest kombinacj̨a liniową rozwiązán dla różnych õ . Liczby õ nazywamy
wartósciamiwłasnymi aodpowiadająceim wektory � wektoramiwłasnymi. Samo
równanietransferuma symetrįe góra dół, wyrażającą sie na niezalėznósci od
znakuÂ , zatemi wartósci własneõ muszą wyst̨epować paramiróżniącsię tylko
znakiem. Skutecznemetodyszukaniawartósci i wektorówwłasnych dla danej
macierzy÷ opisanowe wspomnianych podr̨ecznikachRalstona(1971)i Pressi
in. (1992).

Asymetrįe w zagadnieniutransferuwprowadzaj̨a warunki brzegowe. Jako
wewnętrzny warunekbrzegowy przyjmujemydążenierozwiązaniado liniowego
rozwiązaniaEddingtona.Wiadomobowiem,zew głebipolepromieniowaniajest
prawie izotropowe, co dokładnieodpowiadazałȯzeniomEddingtona.Mamy za-
temdla õ � É � Ö É

i rozwązaniemożnazapisác jako:

D�à�Ö Û ä;õ ì dsà ì Â ì
	
, § Î

ï ,���à-, 3 Ï � 5 Å ç gdzie õø, � É
(4.24)

natomiast
Û

możnawyznaczýc zwarunkunastrumiéna õ i
ï , sąstałymicałkowa-

nia. Rozpatruj̨acdokładniejsymetrįezagadnieniawłasnegomożnaznalézć anali-
tycznąpostác wektorówwłasnych. Opuszczaj̨acrachunkipodamywynik

D$àsÖ
o
Üg æ õ ì dsà ì Â ì

	
, § Î �Q,.ä

È ì õ7,�d�à¿ç Ï Î 3 Ï � 5 Å ç gdzie õ7, � É
(4.25)

Do wyznaczeniaz zewnętrznegowarunkubrzegowego

D�à9ä É å�d�à1� É ç%Ö É
(4.26)

pozostaj̨astałeõ oraz �P, . W tym celunalėzy rozwiązác odpowiednialgebraiczny
układ równán liniowych powstałyz wstawienia Â Ö É

do prawych stron(4.25).
Mającwyznaczon̨e analitycznieD$à$äÑÂ ç wstawiamy je do dyskretnego wzoruna

i
i funkcję Hopfa

ð äÈÂ�ç otrxymujemyjako czę́sć nieliniową wyniku. Okazałosię,
że w ten sposóbnie tylko możnaznalézć dokładnewartósci

ð äÑÂ�ç ale dokonanie
odpowiednichprze"j́sć w granicy Ì � ¬

umȯzliwiło Hopfowi odgadnįecieanal-
itycznejpostacifunkcji nazwanejjego imieniem.Jestonajednaknatyle skomp-
likowana,żeprościejw rachunkachjestużyć rozwiązaniaChandrasekhara.Warto
tu wspomniéc, żerównolegledoChandrasekharaw USA analogicznerozwiązanie
zagadnieniatransferujak rozwinął polskiastronomStefanPiotrowski, leczzpowodu
szalej̨acejwojny nie mogłoonobyć szerzejopublikowane.

4.2.3 Widmo atmosferyszarej

Zakładaj̨acw atmosferzeszarejLRT mamyfunkcję źródłową

� � äÈÂ�çúÖb« � äÑ* äÑÂ ç$ç gdzie * l Ö
o
g * lN äÑÂ ì�ð äÑÂ ç$ç (4.27)
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Rysunek4.2:Widmostrumieniaenergii w atmosferzeszarejnaróżnychgłębokoś-
ciachoptycznych Â

Znając
ð

lub jej przybliżenieznamy
� � zatemwidmo atmosferyszarejmożemy

znalézć n.p. z operatorowej postacirozwiązaniaformalnegor. transferu:

Ü � äÈÂ�çúÖbg)E j � Ö û�E ¦
Å ý Å

ø
« � äÈ* ä>Ý)ç$ç�< ü ä Ú Ý�ýËÂ Ú ç9á
Ý (4.28)

Rachunkiwygodniejestprzeprowadzíc w zmiennychbezwymiarowych

ù Ö @BA
õF*�N oraz

Ü�ú
Ü Ö Ü � äÈÂ�ç

Ü
á!A
á ù (4.29)

Wyniki przedstawiononarysunku4.2.Dla Â÷Ö É
kształtwidmajestistotnieróżny

od widmac.d.cz.Dla Â÷Ö û różnicamalejedogrubósci kreskinarysunku4.2.
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4.3 Atmosfera prawie szara

Założenieatmosferyszarejjestzbytnierealistyczne,by zajej pomocąmodelować
widmagwiazd.Jaksię okazałojednak,z różnicpomįedzyprawdziwym widmem
a widmemszarymmożnasnúc wnioski o rodzajunieprzezroczystósci w atmos-
ferzegwiazdy. By to pokazác najpierwrozpatrzymybardziejrealistyczneprzy-
bliżenieatmosferyprawieszarej. W atmosferzeprawie szarejdopuszczamytylko
małeodchyleniawspółczynnikaabsorpcji Ç � od jego wartósci Ç uśrednionejpoA . Możnazatemprzyjąć, że

Ç � Ö Ç{ä È ì ¥ � ç gdzie (4.30)

¥ �Äû È ê2¥ �
ê2Â Ö É

(4.31)

Ç j Ö
¦

ø
Ç � j � á�A (4.32)

W ostatniejrównósci Ç okréslili śmyjako średnįaważoną
j � .

Podstawiającdo równaniatransferuotrzymujemy

d êBD �
ê Â Ö Ç �Ç ä&D � ýÊ« � ç Ö ä È ì ¥ � çbä;D � ý�« � ç (4.33)

Widać, zę w tym równaniuwyraz ¥ � çbä;D � ýü« � ç jestmały. Rozwiążemyr. trans-
ferumetodąkolejnychprzybliżęń, zakładaj̨aċzetenmaływyrazmożnaprzybliżyć
jego wartóscią wyliczoną z poprzedniego rozwiązania.Zaczynamyod przyjęcia¥ � D!è ø ê� Ö É

co odpowiadaatmosferzeszare"jdla której znamyjuż rozwiązanieD²è ø ê� . W nast̨epnym przybliżeniukładziemy ¥ � D²è Î ê�
ó ¥ � D!è ø ê� . Podstawiając do

(4.33)mamy

d êBD!è Î ê�
ê Â Ö D è Î ê� ýÊ« � ì ¥ è Î ê� ä;D è ø ê� ýÊ« � ç

Ö D è Î ê� ýÊ« � ì ¥ � d êBD è ø ê�
ê Â (4.34)

Całkującstronamipo á�Aéáad otrzymujemy

É º ê j è Î ê
ê Â Ö i è Î ê ýÊ« ì ê

ê Â
¦

ø
á�AF¥ � j è ø ê� (4.35)

Lewa stronaznika na mocy równowagi promienistej. Ostatniwyraz po prawej
stroniemożnaznal̨eźć z warunkudla średniejÇ :

Ç j Ö
¦

ø
Ç{ä È ì ¥ � ç j è ø ê� á�A Ö Ç j ì Ç ¦

ø
¥ � ç j è ø ê� á�A (4.36)
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Stądwynika, żeostatniwyrazw (4.35)znikaii è Î ê Ö[«Ùä Â�ç (4.37)

zatematmosferamastruktur̨e identyczn̨az atmosfer̨aszar̨a.
Różnicapomįedzyszar̨a i prawie szar̨a atmosfer̨a ujawnia się przy oblicza-

niu widma. Mianowicie dla znalezieniaÜ � we wzorzeanalogicznym do (4.28)
całkowanienalėzy wykonác poodpowiedniejgrubóscioptycznejÝ � . Zamieniaj̨ac
zmienną całkowaniana Â gdzie á
Ý � Ö ä È ì ¥ � ç wracamydo wzoru (4.28)pom-
nożonego o czynnik

È ì ¥ � . Zatemwidmo atmosferyprawie szarejbędziesię
różnić od widmaatmosferyszarejwłaśnieo tenczynnik.

Autor modeluatmosferyszarej,Chandrasekhar, użył go do wyznaczenia¥ �
dla widma ciągłego Słońca. Otrzymałzalėznósć współczynnikaabsorpcjiktóra
niepasowaładożadnegozeznanychatomówpospoliciewyst̨epującychnaSłońcu.
W tym momencieprzyszły noblistapokazałlwi pazur: przyjął, ze za ta czę́sć
absorbcjiodpowiadanie znanaodmiananajpospolitszego na Słońcu wodoru. O
pierającsięnaznanychjuż rachunkachkwantowychdlaatomuheluwykonałana-
logicznerachunkidla protonuz dwomaelektronami. W oparciuo te rachunki
wykazałżetaki twór, zwany ujemnym jonemwodorowym (

j Ï ) możebyć trwały
i powodujeabsorpcj̨eo ksztácieodpowiednimdoobserwowanego ¥ � .

4.4 Atmosfery nieszare: grzanie i chłodzenie

4.4.1 Przybli żenieBarbier-Eddingtona

W atmosferachnieszarychmamynadalspełniony warunekrównowagipromienis-
tej

i Ö � Öý« ale
i �ÝþÖý« � . Na mocy przybliżeniaBarbier-Eddingtona(3.27)D � ä É å�d%ç

ó « � äÑd%ç . Całkującpo półsferzemamy

i � ä É ç
ó È

û « � ä È Ònûmç oraz (4.38)
� � ä É ç

ó « � ä É ç (4.39)

Ponieważ temperaturarośnie z Â , zatem
� � ma maximumw niższychczęstós-

ciach niż
i � . Z równowagi promienistejwynika, że pola pod obu krzywymi

są jednakowe, zatemmuszą się przecinác gdziés pomiedzyswoimi maximami
(Rys. 4.3). Stąd w niskich częstósciach

� � � i 	)ÿ i powierzchniaatmosfery
wyświecawięcejenergii niż pochłania(patrz3.10i 3.11),mamychłodzenieprzez
wypromieniowanie.W wysokichczęstósciachjestodwrotnie,mamygrzanieprzez
pochłanianepromieniowaniedochodz̨aceoddołu. Warunekrównowagipromienis-
tej wymagaby te dwa procesysię znosiły, czyli mamy równowag̨e grzaniai
chłodzenia.
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Rysunek4.3: Podziałwidmanaobszarygrzaniai chłodzeniaatmosfery46



4.4.2 Skokowe pochłanianie

Nieciągłósć zalėznósci pochłanianiaod A może wpływać na równowag̨e grza-
nia i chłodzenia(Rys. 4.4). Jésli z gładką zalėznóscią C � mamynapowierzchni
równowag̨eprzytemperaturze* ø , to zeskokiemnieprzezroczystósciprzy A ø mamy* ø h : ¦

ø
i � á�A Ö ¦

ø « � äÑ* ø ç9á�A gładka (4.40)¦
� Í i � h^á�A Ö ¦

ø « � äÑ* ø hmç9á�A skok (4.41)

Ale namocy przybliżeniaBarbier-Eddingtona

i � ó
ä È Ònûmç�« � äÑ* äÑÂ÷Ö È Ò.ûmç$ç (4.42)i ä ä�

ó
ä È Ònûmç�« � äÑ* äÑÂ ä ä Ö È Ònûmç�ç%Ö ä È Ònûmç�« � äÈ* ø ç (4.43)

bo ze względuna dodanieskokowej nieprzezroczystósci gdy Â ä ä Ö È Ò.û to Â ûÈ Ònû . Podstawiając(4.43)do (4.41)dostajemy
È
û

¦
� Í « � äÈ* ø ç9á�A Ö

¦
ø

« � äÈ* ø hnç9á�A skok (4.44)

Aby nadrobíc czynnik
È Ònû i węższegranicecałkowaniafunkcja podcałkowa po

lewej stroniemusi być większao ile równaniema zachodzíc. Zatem * ø � * ø h .
Pojawieniesię skoku nieprzezroczystósci prowadzido ochłodzeniapowierzchni.
Równoczésniew głębszychwarstwachdodatkowa nieprzezroczystósć zmniejsza
efektywny współczynniktransportuciepła(3.38),zatemdla transportuzadanego
strumieniapotrzebastromszego gradientutemperaturui głębszewarstwyulegają
podgrzaniu.Tenefektorazomówiony w par. 4.4.1efektgrzania/chłodzeniaprzez
promieniowanemoźnadostrzecw wynikachrachunkówmodeluatmosferynarys.
4.5 i 4.6.

4.4.3 Efekt przesłaniania(blankettingu)

Dosýc niedawno zauważono,żesłabelinie od mniej obfitychpierwiastków(n.p.
Fei Ni) też mogą mieć istotny wpływ natransferpromieniowaniaa to dzięki ich
olbrzymiej liczbie przekraczaj̨acej

È�É
Í
(Anderson***). Związany z nimi efekt

nazywa sięprzesłanianiemlub blankettingiem.
Przy takich ilościachlinii można je uwzgl̨edniác tylko w jakiś przybliżony,

statystyczny sposób. Opracowanemetodyzasadzaj̨a się na podzieleniucałego
widmanakilkadziesiąt przedziałówi w każdymz nich przyjęciajakiegoś prost-
szego rozkładunieprzezroczystósci po długóscachfal aleo podstawowych włas-
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Rysunek4.4: Nieciągłósć w widmie pochłaniania

Rysunek4.5: Wynik obliczén dlaatmosferynie-szarej.W górnychpanelachprze-
bieg temperaturyi wycłkowanejpo cząstósciachfunkcji źródłowej « orazśred-
niegonat̨eżenia

i
. Ich zgodnósć świadczyo zachowaniurównowagipromienistej.

Pozostałepaneletu i narys. 4.6: rozkład « � oraz
i � dla wybranych częstósci A .

Zauważ grzanieprzezpromieiowanie ä i � � « � ç dla �îÖãû ÉmÉ Ì Õ orazchłodzenie
dla fal długich.
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Rysunek4.6: Kontynuacjarys. 4.5
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Rysunek4.7: Efekt blanketingu: a)przykładrzeczywistego widmapochłaniania,
b) jegoprzybliźeniepoprzezpróbkowanieorazc) poprzezhistogram
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nościachstatystycznych takich jak prawdziwy rozkładnieprzezroczystósci. Ist-
niejądwie takiemetodyuwzgl̨ednieniablankettinguw rachunkach,opartenahis-
togramienieprzezroczystóscii nalosowympróbkowaniuwartóscinieprzezroczys-
tości. W pierwszejz nich jako nieprzezroczystósć wybiera się pewną gładką,
częstomonotoniczn̨a na przedzialefunkcję częstósci, której histogramwartósci
jesttaki samjak histogramrealnejnieprzezroczystósci. N.p. w takiejsamejczę́sci
przedziałuobie funkcjeprzyjmują wartósci większeniż

È,É Ï Î�� ÔTÕ ü , podobniedlaÈ,É Ï Î�� ÔTÕ ü , i.t.d. W drugiej metodzielosowo wybieramukilkadziesiąt długósci
fali w przedzialei łączącą je łamaną przyjmujemyza nieprzezroczystósć. Ocy-
wiścietakałamanabędziemiałaznaczniemniej maksimów(linii) niż prawdziwa
nieprzezroczystósć, alew granicy dużej ilości losowań histogramysztuczneji re-
alnejnieprzezroczystósciwinny byćbliskie. W praktyce,gdyżądamytakiejsamej
dokładnóscimetodalosowań jestpowolniejsza.Potrzebny do rachunkówkatalog
ponadû È,É Í

linii widmowychzostałsporządzony przezKuruczai współpracown-
ików.

Efekt przesłanianiama podobny wpływ na struktur̨e atmosferyjak dodanie
skokowej nieprzezroczystósci: utrudniając transportpromieniowania wymusza
stromszygradienttemperatury, podgrzewającgłębszewarstwy. W żargoniezjawisko
takieokréslasięsłowembackwarming,comoźnarozumiéc jakopodgrzaniezaplecza.
Ilustracj̨e tego zjawiskaprzedstawiono narys. 4.8. Dodaniew atmosferzeszarej
pochłanianiaw liniachpowodujeprzesłanianiei znaczniestromszygradienttem-
peratury. Natomiastdodaniedo modelujeszczerozpraszaniaw liniach powoduje
zmniejszeniegradientu,bowiem rozpraszaniew skrzydłachumózliwia ucieczk̨e
fotonów z głębszychwarstwatmosfery. Wygląd widma w atmosferzechłodnej
gwiazdyz silnym przesłanianiemprzedstawiono narys. 4.9. Moźnatamteź za-
uważyć, źepromieniowaniewychodzącejestpodgrzanewzględemmaterii fotos-
fery.
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Rysunek4.8: Zmianaf. świecania(zatemi temperatury)z głębokością w at-
mosferzeszarej, LTE z uwzgl̨ednieniemlinii absopcyjnych oraz z dodaniem
rozpraszaniaw liniach.
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Rysunek4.9: Rozkładwidma(paneldolny) i temperaturypromieniowania(panel
górny) w atmosferzeLTE z uwzgl̨ednieniemlinii (przesłaniania)w przedziale
ultrafioletowym widma.
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Rozdział 5

Odziaływaniepromieniowania z
materią

5.1 Równowagapromienistaa rozkład temperatury

Ju̇zwczésniejprzyokazjidyskusjiatmosferszareji efektóww atmosferachnieszarych
okazałosię, że ustalenierozkładutemperatury* äÈÂ�ç w atmosferzewiąże się ze
spełnieniemwarunkurównowagipromienistej

i Ö �
, inaczejwarunkuzachowa-

niaenergii. Omówimytutajkilka metodpraktycznychpozwalającychnaznalezie-
nie rozkładu * äÑÂ ç . Wszyskieoneopierają się na iteracjachpolegających na za-
łożeniu* äÑÂ ç , n.p. z rozwiązaniaEddingtona,znalezieniurozwiązaniar.transferu,
znalezieniapoprawek do rozkładutemperaturyi nast̨epnejiteracji,aż do uzyska-
nia zadowalającejzbiėznósci rozwiązán.

5.1.1 Iteracje lokalne

Niech * äÑÂ�ç oznaczaprawdziwy rozkładtemperaturyw atmosferzea * ø äÑÂ ç jego
wyjścioweprzybliżenie.Chcemyznalézć funkcję poprawek � * taką, że * äÑÂ ç Ö* ø äÈÂ�ç ì �Ä* . Przy takich oznaczeniachwarunekrównowagi promienistejma
postác C i Ö[C �

lub¦� Í C � i � á�A Ö
¦

� Í C � « � äÈ* ø
ì �Ä*�ç$á!A Ö¦

ø
C � « � äÈ* ø ç$á!A ì �Ä* ¦

ø
C � êB« �

áa* á�A
PrzyczymostatniewyrażenieotrzymalísmyzszereguTaylorafunkcji podcałkowej.
Rozwiązującmamywyrażenienapoprawki

� * Ö
¦
ø C � æ i � ý�« � äÈ* ø ç�çbá�A¦

ø C � � ß ®ô ^ á!A (5.1)
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Wadą tej metodyjest fakt, żedla Â � ¬ �Ä* � É
bo

i � ó « � . Efektywnie,
nakażdymkroku poprawianesą warstwyo głębokości wiekszejtylko o � Â Ö È
niż poprzednio,boz przybliżeniaBarbier-Eddingtona,natakimdystansie

i � i « �
mogą się istotnieróżnić. Nie nadajesię onazatemdo praktycznych rachunków,
jestzawolna.

5.1.2 Metoda Unsoelda-Lucyego

MetodaUnsoelda-Lucyegojestnajprostsz̨achóc nienajszybsz̨az dość wydajnych
metodby je stosować. Będziemyrozpatrywać osobnorozpraszaniei pochłanianie
rzeczywiste,zatemnapiszemyC � ÖbÇ � ì ± � i równanietransferujako

ý d Ð á!D �
á�� Ö ä;Ç � ì ± � çVD � ýÊÇ � « � ý�Ç � i � (5.2)

Licząc0 i 1 momentmamy:

ý
È
Ð

á j �
á�� Ö Ç � i � ý�Ç � « � (5.3)

ý
È
Ð

á k �
á!� Ö ä;Ç � ì ± � ç j � (5.4)

Dalej wprowadzamy3 noweśrednienieprzezroczystósci:

Ç��$« Ö
¦

� Í Ç � « � á�A (5.5)

Ç�� i Ö
¦

� Í Ç � i � á�A (5.6)

Ç�� j Ö
¦

� Í Ç � j � á�A (5.7)

Wprowadzaj̨acgrubósć optyczną ácÂ Ö ý"Ç	�¤Ð¤á!� i całkując równaniamomentów
po á!A otrzymujemy

á j
áaÂ Ö Ç
�Ç��

i ýÊ« (5.8)

á k
áaÂ Ö Ç��Ç	� j (5.9)

Interpretacjamomentu0 jestprosta:gdy
i þÖe« to Ç
� þÖ�Ç�� zatem

j þÖ Ô���Ì �9Ý .
Terazcałkujemydrugiez równán i korzystamyz przybliżeniaEddingtona

i äÑÂ�çúÖo k äÑÂ ç oraz
i ä É ç Ö û j ä É ç , (2.34) i (2.35). W tensposóbotrzymujemy

i
. Pod-

stawiającdo (5.8)otrzymujemypoprawioneB:

k äÑÂ ç Ö Å
ø
Ç��Ç�� j ä3Ý)ç9á
Ý ì�ï

gdzie
ï Ö ûo�j ä É ç (5.10)
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i äÑÂ ç Ö
o Å

ø
Ç��Ç�� j ä3Ý)ç9á
Ý ì û j ä É ç (5.11)

«ÙäÑÂ ç Ö Ç��Ç	� i ý á j
áaÂ Ö Ç��Ç	�

o Å
ø
Ç��Ç�� j ä3Ý)ç9á
Ý ì û j ä É ç ý á j

áaÂ (5.12)

Biorącróżniczk̨e tegoostatniegorównaniaotrzymuj̨ewzór napoprawki

�É«ÙäÈÂ�ç Ö Ç
�Ç��
o Å

ø
Ç��Ç�� � j ä>Ý)ç9á
Ý ì û2� j ä É ç ý á�� j

áaÂ (5.13)

przy czym różnice � j Ö j äÈÂ�ç ý j
ø odnosz̨a się do różnicy

j
z ostatniejit-

eracjimodelui zadanejz góry wartósci strumieniaw atmosferze
j

ø Ö Ü ÒFg)E Ö±²* lN Ò�g)E . Znajączalėznósć «îäÑ*�ç zpoprawek �É« mamypoprawki �Ä* Ö[�É« Ò@ä¿á!« Òmáa* ç .
Poprawki Unsoelda-Lucyegoosiągająznacznewartóscizarównonapowierzchni

jak i w środkuatmosfery. Jesttak bo trzy wyrazy po prawej stronieprzyjmują
nast̨epującewartósciw granicy Â×Ö É å ¬ :

wyraz- I II III
powierzchnia znika nielokalny w.brzegowy lok.poprawka
wnętrze dominuje ” mały

W tensposóbzapewnionajestdostatecznieszybkazbiėznóscwe wszystkich
warstwachmodelu.

5.1.3 Metoda Avretta-Kr ooka

MetodaAvretta-Krookapoleganarównoczesnym poprawianiu skal * i Â . W ten
sposóbszybciejosiągasię modelw równowadzepromienistes.W tej metodzie
szukamyzatemzarówno� * jak i � Â . Podobniejak poprzedniopotrzebnewzory
wyprowadzasię z momentówr. transferu,ale ze względu na różniczkowanie
po dwu zmiennych rachunkisą bardziejżmudne. Ograniczymysię do podania
ostatecznych wzorówbezich dowodu. Poprawki � Â otrzymujemycałkującnu-
merycznierównanie

á�� Â
áaÂ ì � Â ¦

ø
j � ô�� ®ô Åj � î � á!A Ö È ý

j
øj äÈÂ�ç (5.14)

Mając � Â wyznaczamy� * z nast̨epującegowzoru:

�Ä* äÈÂ�ç Ö È ì á�� Â
áaÂ

¦
ø
î � ä È ý Ð � çbä i � ý�« � ç$á!A ì

ì �ÄÂ ¦
ø

áaî �
áaÂ ä È ý Ð � ç�ýËî � á
Ð

ácÂ ä i � ýÊ« � ç9á�A ì
ì ñ o j

øj äÑÂ ç ý È ì ¦
ø
î � j � ä É çbä È ý Ð � ç
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 ¦
ø
î � ä È ý Ð � ç êB« �

ê�* á�A Ï Î
gdzie (5.15)

Â Ö Â � Í
î Ö C � Ò2C � Í
Ð � Ö ± �Ç � ì ± � Ö ± �C �

natomiastÐ � åxî � å i � å j � åa« � sąwziętez poprzedniejiteracji.

5.1.4 Inne

Konwekcjamożeodgrywać rolę w transporcieenergii w atmosferzegdy głęboko
pod fotosferą jonizacja jest czę́sciowa. Taka sytuacjazachodziw gwiazdach
chłodnych. Wówczaswarunekzachowaniaenergii mapostac

Ü �&�'	)( ì Ü ð�� ô ÖãÜãÖëÔ#�)Ì$��Ý (5.16)

Natomiastsamo Ü ð�� ô þÖ Ô#�)Ì$��Ý . Przyobliczaniu Ü ����	�( korzystasię z t.zw. teorii
drogi mieszaniao którejmowaw wykładziefizyki wnętrzgwiazd.

Istnieje jeszczeinna metodawyznaczania* : Rozwijamy w szereg Taylora
wszystkierównaniamodeluatmosfery, łączniez funkcjami materiałowymi, uci-
nającnawyrazieliniowym. W tensposóbdostajemygigantyczny układrównán
liniowychnapoprawki wszystkichpaprametrów, w tym i * . Jestto t.zw. metoda
całkowitej linearyzacjirozwijanaprzezMihalasai in. Była onadość popularna.
Jej wadą wobecmetodbardziejws"półczesnych jest koniecznósć analitycznego
różniczkowaniai zaprogramowaniaznacznejilościwyrazóww równaniach.

5.2 Fizyka oddziaływaniapromieniowaniazmaterią

5.2.1 Profile linii

Nieprzezroczystósć w linii w funkcji cęstóscibędziemyprzedstawiać jako

Ç{ä��Ä` ç Ö Ç ø í�ä��Ä` ç gdzie (5.17)
È Ö

? ¦
Ï ¦ í�ä&� ` ç9áa` jestunormowaniem

parametrÇ ø Ö ? ¦
Ï ¦ Ç{ä��Ä` ç$áa` nazywamy średnįa nieprzezroczystóscią w linii a�Ä` Öp` ý ` ø jestodległościąodśrodkalinii w częstóscikołowej. Nieprzezroczys-

tość w centrumlinii jest Ç{ä É ç . Szerokość linii � ` możnaoszacować z warunkuÇ�ä É ç�� ` ¡ Ç ø . Tenprzykładilustrujeróżnicęw mianachÇ ø i Ç{ä É ç .
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Profile nieprzezroczystósci w linii mogą zalėzéc od wiele różnych efektów
fizycznych. Na szcz̨éscie okazujesię, że pospolitemechanizmyokréslającete
profile prowadzą tylko do dwu podstawowychkształtów. Dlatego omówimyje w
pierwszejkolejnósci.

Profil Lor entza

Prostymklasycznym obrazemoddziaływaniapromieniowaniaz elektronemato-
mowym jestdziałanieperiodycznejsiły wymuszaj̨acejnatłumiony oscylatorhar-
moniczny. Jésli siła wymuszaj̨acapolaelektrycznego promieniowaniajest < 3 à�� Þ
to równaniedrgán elektronujest

á ü �
á
Ý ü

ì�� ác�
ábÝ

ì ` üø � Öf< 3 à�� Þ (5.18)

gdzie
�

jestwspółczynnikiemtłumieniaa ` ø częstósciądrgánwłasnych. Pocz̨atkowo
spokojny elektronwskutekdziałaniapola elektrycznego zaczynadrgác z ampli-
tudą rosnącąaż doustaleniasięstany stacjonarnegozestałaamplitudą � Ö�� 3 à�� Þ .
Podstawialąć do(5.18)i upraszczaj̨acwspólny czynnik 3 à�� Þ znajdujemyrównanie
dla amplitudykońcowej:

ý ` ü � ì â � `�� ì ` üø � Öb< (5.19)

Przybrakusiły wymuszaj̨acej ä;< Ö É ç widać, żedrganiawłasnedla � þÖ É
są możliwe tylko bez tłumienia ä � Ö É ç i z częstóscią ` ø , bo inaczejnie jest
możliwe równoczesneznikanieobu stron(5.19). Przyobecnósci tłumienia ä � �É ç w rozwiązaniubezsiły wymuszaj̨acejmusimydopúsćic ` zespolonetak, by

ýã` ü ì â � ` ì ` üø Ö É
, czyli ` Ö â � Ònû�� ` ø

È ý ä � Ònû)` ø ç ü . Obecnósć tłumienia

powoduje pojawienie się w rozwiązaniu� czynnika
Ú 3 à�� Þ Ú ¡ 3 Ï�� Þ G ü . Zarówno

drogajak i siła działającanaoscylator maleją proporcjonalniedo � 3 Ï�� Þ G ü , zatem
pracamalejejak � ü 3 Ï�� Þ . Podobniemalejei energia oscylatora,tak, żepo czasie* Ö È Ò � , zmniejszasię o czynnik 3 . Wracając do elektronuw atomieten czas
odpowiadaczasowi życiaoscylacji w staniwwzbudzonym atomu.Zanikoscylacji
wiąże się z reemisj̨a promieniowania, zatem * jest też średnimczasememisji
promieniowania.W tym obrazietłumieniejestspowodowanesiłami reakcjipola
elektrycznego,nawysyłaniefali przezatom.

Wracającdoklasycznychdrgán wymuszonych, ä Ú < Ú ü � É ç , pochłanianaprzez
oscylator energia jestproporcjonalnado

Ú � Ú ü . Biorać kwadrartmodułurównania
(5.19)

Ú � Ú ü æ äÑ` üø ýË` ü ç ü ì�� ü ` ü çéÖ Ú < Ú ü . Rozwiązującmamy

Ú � Ú ü Ö
Ú < Ú ü

äÈ` ýË` ø ç ü äÑ` ì ` ø ç ü
ì�� ü ` ü

� Ú < Ú ü
g)` üø äÈ` ýË` ø ç ü

ì � ü ü (5.20)
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Z wzoru wynika, że
Ú � Ú ü spadao czynnik 2 w odległości � ` Ö � Ònû Granica

odpowiadamałemutłumieniu,
� ` û È

, wówczasmierzalnewartósci amplitudy
osiągają tylko dla ` ó ` ø . Ten rodzaj zalėznósci pochłanianiaod częstósci` nazywa się profilem Lorentza. W postaciunormowanej, í ác` Ö È

profil
Lorentzamapostác

í � ä&� ` ç$ác` Ö
�
û�E

È
� ` ü ì � ü ü áa` (5.21)

Profil Dopplera

Atomyznajdująsięw ciągłymruchuwobecczegonaichoddziaływaniezpromieniowaniem
wpływaefektDoppleraprzesuwający częstóscio

�Ä`` ø
Ö ö �Ô (5.22)

gdzie ö � jest składową prędkości w kierunkurozchodzeniasię promieniowania.
Jésli samalinia jestmonochromatyczna,to jej wypadkowy profil będziepoprostu
zadany rozkłademprędkości ö � . Jésli gazspoczywa, to wiadomo,że � ö � � Ö É
oraz Õ �Øö ü� � Ònû Ö õF*ëºãÕÙö ü^ Ònû . Tenostatniwarunekto definicjaabsolutnej
temperatury* i średniejprędkości termicznejö ^ . Samrozkład ö � jestszczegól-
nym wypadkiemrozkładuGaussa

ß%ä>ö � ç$ábö � ¡f3 Ï ILK M�M 9;: á
ö � (5.23)

zwanym rozkłademMaxwella. Wprowadzaj̨ac nowy parametr� `�� i normując
otrzymujemyprofil Doppleralinii

í�ä��Ä` ç�� áa` Ö
Èñ E � `�� 3 Ï

�� �� "! M
ác` gdzie (5.24)

ÕÙö ü�û^õF* Ö ö �ö ^ ü Ö Ô#� `
ö ^ ` ø

ü Ö � `� `�� ü ÖÏ
 ü

Profil Voigta

W ogólnym przypadkuszerokości linii Lorentzabywaporównywalnaz poszerze-
niemDopplera.Wypadkowy profil linii, zwany profilemVoigtajestsplotempro-
filu Lorentzai Doppleraí�äÑ
 çúÖ í#��$ãí � º í#� äÈY ç�í � äÑ
ØýÝYÓç9áaY czyli

í�äÑ
 ç&%úáa
 Ö
Èñ E j ä X å�
 ç%Ö

Xñ E
? ¦

Ï ¦
3 Ï � M

äÈ
 ýËYÓç ü ì X ü áaY gdzie (5.25)


 Ö � `� `'�
X Ö

�
û2� `'� � `�� Ö û^õF*

Õ Ô ü ` ø
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Rysunek5.1: Profil Voigtadla róźnych parametrówù . Dla ù Ö É
otrzymujemy

profil Dopplera.Asymptotyczny profil Lorentzazaznaczonolini ąprzerywaną.
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W przypadkugranicznym
X û È

mamy
j ä X åx
 ç � 3 Ï�( M ì X Ò@ä ñ E�
 ü ç (Rys.5.1).

5.2.2 Mechanizmyposzerzenialinii

Profil naturalny

W przypadkukwantowym mamyzasad̨e nieoznaczonósci �É<¹� Ý ¡*)@ orazen-
ergię kwantu < Ö )@2` . Jésli na kształt linii wpływa rozmycie tylko jednego
poziomuto mamy � `ã� Ý Ö È

. Stąd widać, że
� Ö È Ò�� Ý ma sensrozmycia

poziomuenergetycznego.
W mechanicekwantowej naturalny profil linii wynika zeskończonego czasu

życia � Ý atomuw staniewyjściowym,conamocy zasadynieoznaczonóscipociąga
rozmycieenergii tego stanu �É<¹� Ý,+ )@ . Jésli mamytylko dwa stany, górny o
energii < Î i dolny o energii

É
i niechprawdopodobiénstwo wytrwaniaw stanie

wyjściowym jest þ Ö þ ä>Ý)ç a opuszczeniastanuw przedzialeczasuábÝ jest
� á
Ý ,

gdzie
�

to pewna stałaatomowa, to prawdopodobiénstwo pozostaniaw danym
staniepoczasieÝ ì ábÝ jest þ ý á þ Ö þ ä È ý � ábÝ)ç skąd á þ Ò þ Ö ý � á
Ý i całkującþ Ö 3 Ï�� Þ dla załȯzonego þ ä É ç Ö È

. Stąd średniczasżycia jest � Ý Ö Ý�á þ Ö
Ý 3 Ï�� Þ � á
Ý Ö È Ò � . Jésli jest to stanwzbudzony o energii < Î , to wartósć oczeki-

wanaenergii atomówpo czasieÝ jest <îä3Ý)ç Ö�< Î þ ä>Ý)ç ì É æ È ý þ ä3Ý)ç�ç%Ö < Î 3 Ï�� Þ ,
zatemanalogiczniedo klasycznego oscylatora harmonicznego. Stąd naturalny
profil kwantowy linii jestprofilemLorentzao szerolósci � ` Ö �

. Drobnakom-
plikacjapojawia się gdy mamywiele poziomóww atomie.Musimy wprowadzíc
oddzielneoznaczeniadla szerokości poziomu -¤à orazprawdopodobiénstwaprze-
jściapomįedzyparąpoziomów+ à-, . Dla dwupoziomówmamy

� Ö�- Î ì - ø . Jésli
stanpodstawowy jest trwały to � Ý ø Ö ¬

i - ø Ö É
i
� Ö.- Î Ö + Î ø . W przy-

padkuogólnym zamiasttej ostatniejrównósci dla przej́sciamiędzypoziomem/ iÚ mamy:

� Ö�-  ì - ÿ (5.26)

-ÓàsÖ ,10§ à + à , (5.27)

Zwykle dla â=�p/å+ à-, Ö É
i pozostajeniewielewyrazówsumy. Typoweszerokości

naturalnelinii są rzędu
� ¡ È,É Ï l .

Poszerzeniezderzeniowe (ciśnieniowe)

W gęstymgazie,zderzeniasą czeste,bo ich ilość jest proporcjonalnado ilości
parcząstekw objętósci ¡ Ð ü . Prawdopodobiénstwo przej́sciazderzeniowego na
cząstke wówczasjest + à-,�2 ó'ô º ï à-, ¡ Ð ü Ò,Ð ¡ Ð . Jésli wskutektego czasżycia
atomuw danym staniejest krótszyniż naturalny,

� ¡ È Ò�� Ý rośnie i mówimy
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o poszerzeniuzderzeniowym. Kształt profilu pozostajepodobny ale terazjego
szerokość zalėzy od

ï à-, . Bardzoposzerzonelinie obserwujesię w atmosferach
białychkarłów, gdziegęstósci sąwielkie.

Mikr oturbulencja

ZdjęciaSłońcapokazuj̨a t.zw. granujacj̨e. Jestonawywołanaruchemelemen-
tów gazutuż pod fotosferą, troch̨e tak przy gotowaniukonwekcjaburzy spoko-
jną powierzchnįe cieczy. Te ruchy gazusą zwanemikroturbulencją a wyst̨epują
w wielu gwiazdach. Powodują one pewien efekt Dopplera. Podobniejak dla
ruchuatomów, możnaprzyjąć, że rozkładprędkości elementówteż jest rozkła-
demMaxwellaze średnįa prędkością ö43 . Wypadkowy profil wskutekruchuter-
micznego i mikroturbulencji nadaljestprofilemdopplerao średniejprędkości ö ,
takiej, że

ö ü Ö ö ü^ ì ö ü3 W (5.28)

O takiej postaciwzoru decyduje fakt, że ruchy atomów i elementówgazusą
losowe i od siębienie zalėzne,zatemstosujesię do nich podobneprawo jak do
dodawanianiezalėznych błędówo rozkładzieGaussa-Maxwella.

Inne efekty w profilach linii

Z pozostałychefektów na wymienieniezasługujerotacjagwiazd, ich pulsacje
(przesuwającei deformującepowierzchnįe), a także wiatr gwiazdowy związany
z ruchemwyższychwarstwatmosfery. W przypadkurotacji profil linii dąży do
połówki elipsy. Inneefektyprowadządoskomplikowanegokształtulinii.

5.2.3 Rodzajeprzejść atomowych

Ze względunapołożeniepod lub ponadpoziomemjonizacji stany energetyczne
elektronuw atomie dzielimy na związanei swobodne. Te pierwszez reguły
odpowiadają dyskretnym wartósciomenergii (chóc niecorozmytymwskutekza-
sadynieoznaczonósci), te drugietworząkontinuumstanówo ciągłejwartóscido-
puszczalnejenergii. Na tej klasyfikacji opierasię podziałprzej́sć odpowiadają-
cych pochłonįeciu fotonui wzbudzeniuatomunaprzej́sciaswobodno-swobodne
(s-s),związano-swobodne(z-s)orazzwiązano-zwįazane(z-z) (Rys.5.2).

Elektronmoże pochłonąć tylko foton o wystarczaj̨acejdo przej́sciaenergii.
Wobectego przej́sciomz-z odpowiadają linie widmowe a przej́sciomz-sgranice
pochłaniania. Przy tym granicznaenergia fotonu odpowiada energii jonizacji
atomu. Ponieważ energia jonizacji atomuz różnych poziomówjest różna, za-
temjedenatommożeposiadác kilka takichgranic. Ilustrujemyto narys. 5.3 na
przykładzieatomu

j
.
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Rysunek5.2: Rodzajeprzej́sć atomowych ze względuna rodzajcząstek(górny
panel) oraz ze względu na związaniestanuwyjściowego i końcowego (dolny
panel).

63



Rysunek5.3: Widmo pochłanianiaz-sdlaatomu
j

.

Z punktuwidzeniacząstekbiorącychpowodującychprzej́sciaelektronupomįedzy
stanamiatomuprocesydzielimy napochłanianiei emisją fotonuorazzderzenia.
Przy pochłanianiufotonu energia elektronurośnieo energię fotonu, przy emisji
malejeo tylesamoaw przypadkuzderzeniamożeuleczmianiew róznychkierunk-
ach,w zalėznósciodokolicznóscirozró̇zniamywzbudzeniei de-ekscytacj̨ezderzeniową
(Rys.5.2).

Jésli rozważymyprzej́sciajedyniepomįedzydwomapoziomami,to schematy-
czniemożnaje przedstawić tak jak narys. 5.4. Prawdopodobiénswa wzbudzén i
deekscytacji zderzeniowych oznaczylísmyprzez

ï Î ü i
ï
ü Î . Prawdopodobiénstwo

absorpcjijestproporcjonalnedo średniego nat̨eżeniapromieniowania,zatemoz-
naczylísmy je przez « Î ü

i
. Natomiastprawdopodobiénstwo emisji jako nie za-

leżneod otoczeniaatomuoznaczylísmy � ü Î . Dlatego nazywa się ją też emisją
spontaniczn̨a. Widać tu brak symetrii. To nasun̨eło Einsteinowi myśl o istnie-
niu jeszczejednego procesuemisji, dokładnieodwrotnego względemabsorpcjii
spowodowanegooświetleniem.Prawdopodobiénstwo tej takzwanejwymuszonej
emisji oznaczamy« ü Î

i
. Natomiastprocesodwrotny do spontanicznejemisji nie

zachodzi,bo łamiezasad̨ezachowaniaenergii.
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Rysunek5.4: Oznaczeniaprzej́sć pomįedzypoziomami.

5.2.4 Współczynniki Einsteina

Postulat Einsteina

Średnienat̨eżeniepromieniowaniaw linii okréslimy jako

i Ö á�A i � í � gdzie
È Ö á�Azí � W (5.29)

Gdy widmo promieniowania w obszarzelinii jest gładkie to
i Ö i � . Niech

ośrodekzawieraw jednostceobjętósci Ì Î atomóww stanieniższymi Ì ü atomów
w staniewyższymi niechśrednienat̨eżeniepromieniowaniaw linii odpowiada-
jącejprzej́sćiu

ÈÃ� û jest
i

. Wówczaszgodniez postulatemEinsteinamogą za-
chodzíc trzy rodzajeoddziaływań międzymaterią i promieniowaniem:absorpcja,
emisjaspontanicznai emisjawymuszona.Tenostatniprocesbył istotną nowoś-
cią w postulacieEinsteina.Jego rolę wyjaśnimypóżniej. Wedługtego postulatu
w tych warunkachzachodz̨a nast̨epująceilości przej́sć atomowych na jednostk̨e
czasui objętósci:

Ì Î « Î ü
i È�� û absorpcja (5.30)

Ì ü « ü Î
i û � È

emisjawymuszona (5.31)

Ì ü � ü Î û � È
emisjaspontaniczna (5.32)

Przez� ü Î , « ü Î i « Î ü oznaczylísmystałeatomowe charakteryzuj̨acedaneprzej́s-
cie. Nazywa się je współczynnikamiEinsteina.
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Zależnósci Einsteina

Zbadamyjakie warunkidla współczynnikówEinsteinawypływają z zachowania
materii i promieniowaniaw RT. Wówczaspromieniowaniema widmo Plancka,
poziomy są obsadzonezgodniez rozkłademBoltzmannaa emisja i absorpcja
posoztaj̨aw równowadzeszczegółowej.

i Ö i � Öb« � Ö û � � ü \ �N H®9;: Ï Î R. Plancka (5.33)

Ì üÌ Î Ö65 M5 Ð 3 Ï
x® Í9;: R. Boltzmanna (5.34)

Ì Î « Î ü
i Ö Ì ü � ü Î

ì Ì ü « ü Î
i

R. szczegółowa (5.35)

Rozwiązując(5.35)zewzględuna
i

i podstawiając(5.34)otrzymujemy

i Ö 	 M · M Ð	 Ð ß Ð M Ï 	 M ß M Ð Ö
· M Ðß M Ð	 Ð ß Ð M	 M ß M Ð ý È Ö

Ö
7 M Ð8 M Ð9 Ð 8 Ð M9 M 8 M Ð N H®

Í9;: Ï Î (5.36)

TerazmożnadostrzecsenspostulatuEinsteina.Przy brakuemisji wymuszonej,
czyli przy « ü Î Ö É

nie sposóbuzyskác rózńicy dwu wyrazów w mianowniku
(5.36). Emisjawymuszonajestniezb̨ednado otrzymaniazapewnieniazgodnóscii

z równowagi szczegółowej z rozkłademPlanckaw RT. Dalej, z porównania
(5.33) i (5.36) wynika, że dla takiej zgodnósci współczynnikiEinsteinamuszą
spełniác donatkowezalėznósci Einsteina:

Ñ Î « Î ü Ö Ñ ü « ü Î (5.37)� ü Î« ü Î
Ö û A øÔ ü @BA ø (5.38)

Wartósci współczynnikówEinsteinajako stałychatomowych nie zalėzą od stanu
RT, zatemzalėznósci Einsteinamusząbyć spełnionezawsze.

5.2.5 Atom 2-poziomowy

5.2.6 Redystrybucja fotonów

Wzory (5.30)– (5.32)okréslają ilość przej́sć. Aby otrzymác z nich współczyn-
nik absorpcjii emisji nalėzy wkonác dwa zabiegi. Po pierwszefotony nie są
znaczone,zatemw równaniutransferunie jestésmyw stanieodró̇znić fotonunie
pochłonįetego od fotonu wyemitowanego na drodzeemisji wymuszonej: ilość
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Rysunek5.5: Widmo f.źródłowej atomu2-poziomowego, w zaléznósci od od-
chyleniaod LRT (wz. 5.41)
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obu będzieproporcjonalnado
i

. Z tego względu absorpcjai emisjawymus-
zoną daje łączny wkład do wspólczynnikapochłanianiaÇ . Po drugie nalėzy
wprowadzíc czynnik @BA ø í�ä&Aèç9Ò�g�E aby z całkowitej ilości reakcji otrzymác en-
ergię promieniowaniabiegnącego w jednostkowym kąciebryłowym i w konkret-
nej częstósci, jak to jestw definicji D , Ç oraz¶ :

Ç � Ö @�A øg)E ä>Ì Î « Î ü ý Ì ü « ü Î ç�í#:¤ä;Aèç (5.39)

¶ � Ö @�A øg)E Ì ü � ü Î í#;éä&Aèç (5.40)

Nie jest przy tym oczywistejakich profili linii í#: i í#; nalėzy użyć w obu za-
leżnósciach. Jésli pomįedzy absorpcj̨a fotonu a jego re-emisj̨a mija tak wiele
czasu,że atomzdążył już zapomniéc o wyjściowych warunkach,to obaprofile
będą identyczne,odpowiadającerozkładowi wszystkichatomów. W przeciwnym
wypadkuw emisji ä&í#;kç względemabsorpcjibędziedeficyt fotonóww tych czę́s-
ciachprofilu gdziewspółczynnikabsorpcjijest duży, ale brakowało fotonów do
pochło9nįecia. Z tego względumówimy o całkowitej i czę́sciowej redystrybucji
fotonów(TRD i PRD):

í#: þÖ[í#; czę́sciowaRD (PRD) b.silnelinie rezonansowe

í#: Ö[í#; całkowita RD (TRD) pozostałelinie

O zapominaniustanuprzezatomyw tym przypadkudecydujestosunekczasuży-
ciaatomuw staniewzbudzonym Ì ü Ò,Ì ü � ü Î Ö È Ò<� ü Î orazczaspomiedzylużnymi
spotkaniamiatomóww którychoddziaływaniejesttaksłabe,̇zezaledwiewystar-
czynazmian̨eenergii atomuw ramachprofilu linii. O takielużnespotkaniałatwo
z wyjątkiembardzorzadkichnajwyższychwarstwatmosfery, gdziewłaśniepow-
stają najsilniejszelinie, o małych(

È Ò<� ü Î ).

5.2.7 Funkcja źródłowa

W NLTE nie możemy korzystác z prawa Boltzmannadla obsadzén poziomów
w atomachÌ�à Ú � ^ _ . Wartósci obszadzén Ìsà trzebawyliczać wprost z warunku
równowagi statystyccznejpomįedzy ilośćią wzbudzén i powrotów. W dalszym
ciągujednakwygodniejesttraktowaćstanLTE jakoodniesienie,zatemwprowadz-
imy parametryobsadzeniawzgl̨edemLTE:

Û à º Ìsà&Ò,Ìsà Ú � * < . Skorzystamyterazz
definicji i przedstawimy

� � w nowychoznaczeniach(por. rys. 5.5):

�>=� Ö
¶ �
Ç � Ö Ì ü � ü ÎÌ Î « Î ü ý Ì ü « ü Î

Ö û A
Ô

ü @BA? Ð? M 3 H®9;: ý È (TRD) (5.41)
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Rysunek5.6: Powstawanie linii atomu2-poziomowego w izotermicznejw at-
mosferzeNLTE. Prawy panelprzedstawia przebieg f. źródłowej a prawy widmo
nat̨eźenia oraz Dopplerowski profil absorpcji í , w zaléznósci od parametru
rozpraszania� .

Oznaczaj̨ac ilość przej́sć promienistychi zderzeniowych pomįedzy poziomami
â oraz / odpowiednio przez + à-, i

ï à-, warunekrównowagi statystycznejmożna
przedstawić jako

Ì Î ä&+ Î ü
ì�ï Î ü çúÖ Ì ü ä;+ ü Î

ì�ï
ü Î ç gdzie (5.42)

+ Î ü Ö[« Î ü
i

(5.43)

+ ü Î Ö�� ü Î
ì « ü Î

i
(5.44)

Przytakichoznaczeniachi załȯzeniach
� � w linii dajesięprzedstawić w postaci

� �� Ö ä È ýÊ�$ç i ì �V« � gdzie (5.45)

� Ö � äÈ ì � ä (5.46)

�;ä Ö
ï
ü Î� ü Î

È ý 3 Ï x®9&: (5.47)
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Rysunek5.7: To samoconarys. 5.6aledla linii o profilu Voigta
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W LTEfunkcaźródłowa
� � Öf« � niezalėzałabezpósrednioodpolapromieniowa-

nia
i � . Były onezwiązanepośredniopoprzez* i załȯzenierównowagipromienis-

tej, zatemsṗzzężeniepromieniowaniaz matrią miało charakterlokalny. Atom 2-
poziomowy stanowi najprostszyprzykładpowstawanialinii widmowychw NLRT.
Poprzezczłonz

i
funkcjaźródłowaatomu2-poziomowegouwzgl̨edniaw sposób

bezpósredninielokalnesprz̨eżeniemateriiz promieniowanieminnychwarstw. W
tym sensiemodelatomu2-poziomowego jestbardziejrealistyczny niż załȯzenie
LTE. Idealizacjapoleganaliniowościzwiązku

� � oraz
i � . Takapostác opierasię

nazałȯzeniu,żeprzej́scianainnepoziomynie mająwpływu naobsadzenie1 i 2.
Istotnie,uwzgl̨edniającwielepoziomówi przej́sć â'/ mamy

� � à-, Ö ä È ý �+à-,)ç i à-, ì ¶ à-,
gdziesame�+à-, i ¶ à-, też zalėzą od

i
poprzezobsadzenieinnych poziomów. W ten

sposób
� � à ,nä i ç stajesię zalėznóscią nieliniową.

Na rysynkach5.6 i 5.7 przedstawiamy przebieg f. źródłowej i widma linii
obliczonedla modeluatomu2-poziomowegow NLTE. Prosz̨e zwrócicuwag̨e na
znaczn̨a głe’bokość optycznąnaktórej

� � róźni sięod wartósci
È

dla LTE.

5.2.8 Dowód postaci @BAC
Dowódwzoru(5.45),czyli

� �� Ö � =� jestniecopracochłonny. Podrodzebędziemy
korzystác z nast̨epujących warunkówwynikających z równowagi detalicznejw
RT, asłusznychogólnienamocy niezalėznósci współczynnikówreakcjiodRT:

« � Ö � ü Î« ü Î
È

3 H®9;: ý È (5.48)

« ü Î« Î ü
Ö Ñ Î

Ñ ü
(5.49)

Ì Î
Ì ü

Ö « ü Î« Î ü
3 H®9;: Ö

ï
ü Îï Î ü

(5.50)

(5.51)

W oparciuo te zalėznósci i definicj̨e (5.44)otrzymujemy

� ü Î �'äOÖ ï
ü Î 3 Ï H®9;: ä 3 H®9;: ý È çúÖ þï ü Î

ï Î üþï ü Î
« ü Î« Î ü

ä 3 x®9;: ý È ç (5.52)

Zaczniemyod przekształcenia(5.41),podstawiając(5.42):

� =� Ö � ü Î	 Ð	 M « Î ü ýÊ« ü Î
Ö � ü Îà M Ð ?�D M Ðà Ð M ?�D Ð M « Î ü ýÊ« ü Î

Ö � ü Î ä&+ Î ü
ì�ï Î ü ç« Î ü ä&+ ü Î

ì�ï
ü Î ç�ý�« ü Î ä&+ Î ü

ì�ï Î ü ç
(5.53)
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Teraz sprowadzimy (5.45) do postaci(5.53) kolejno podatawiając (5.46) i
(5.47).

� �� Ö
È i ì � ä « �È ì � ä Ö � ü Î

i ì � ü Î � ä « �
� ü Î

ì � ü Î � ä
Ö � ü Î

à Ð Mß Ð M ì�ï Î ü
0ß M Ðß Ð M · M Ð0ß M Ð� ü Î

ì�ï
ü Î ý þï ü Î

D Ð M0D M Ð ß M Ðß Ð M
gdziew ostatniejrównósciskorzystalísmykolejnoz (5.43),(5.52),(5.48)i (5.47).
Przekształcaj̨acdalejotrzymujemy

� �� Ö � ü Î ä&+ Î ü
ì�ï Î ü ç« Î ü äE� ü Î

ì�ï
ü Î ç�ý�« Î ü

ï Î ü
Ö � ü Î ä;+ Î ü

ì�ï Î ü ç« Î ü ä;+ ü Î
ì�ï

ü Î ç�ý�« Î ü « ü Î
i ýÊ« Î ü

ï Î ü
(5.54)

gdzie w mianowniku ostatniejrównósci korzystamyz (5.44). Terazwidać, że
wyrażenia(5.53) i (5.54) mają identyczn̨a wartósć, co kończy dowód równósci
wyrażén (5.41)i (5.45).

5.3 Prostemodelelinii widmowych LRT

5.3.1 Linie Rozpraszające:Model Schustera-Schwarzschilda

Model Schustera-Schwarzschilda(S-S)zakłada,̇zenadgorącą fotosferą znajduje
się zimnawarstwa wyłącznierozpraszaj̨acafotony w linii

� � Ö ä È ý¢�$ç i � ì �V« �
gdzie � Ö È

. Przy tym rozpraszanienie mawpływu nastruktur̨e tej warstwy. W
tym przypadkur. transferupiszemyjako

d á�D �
áaÂ � Ö[D � ý i � (5.55)

gdzie áaÂ � Öv± � Ð¤á�� . Bezpósrednioz postacirównaniawidać, żenie mawymiany
energii pomįedzyróżnymi częstósciami,bowszystkiewyrazyw równaniuzalėzą
tylko od jednejczęstósci A . Zatem,podobniejak w atmosferzeszarejobowiązuje
warunekrównowagipromienistej

Ü � äÈÂ � ç Ö Ô���Ì �9Ý (5.56)

Dla odmiany zamiastprzybliżeniaEddingtonazastosujemyprzybliżeniedwu
promienidla d ÖF� È Ò ñ o . Z rozwiązaniaChandrasekharamamy

DHG äÑÂ � ç%Ö
o
g Ü � Â � � Èñ o ì õ (5.57)
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Przyjmując warunekbrzegowy na powierzchni D Ï ä É ç Ö É
otrzymujemy õ ÖÈ Ò ñ o . W tensposóbrozwiązanieprzyjmujepostác

Da?�äÑÂ � ç Ö
o
g Ü � Â � ì ûñ o (5.58)

D Ï äÑÂ � ç Ö
o
g Ü � Â � (5.59)

Jako wewnętrzny warunekbrzegowy dla warstwyo grubósci Â ø oświetlanej
strumieniemkontinuum Ü � mamy

D)?%äÑÂ ø ç¸º
o
g Ü � Â ø ì ûñ o Ö

o
g Ü � ä É ì ûñ o ç (5.60)

Założyliżmy, żepochłanianiewarstwyw kontinuummożnazaniedbác. Stądmamy
widmo Ü � ÒmÜ � . Teraz

i � znajdujemyz przybliżeniadwupromieni:
i � Ö ä È Ònûnçbä;D)? ìD Ï ç

Ü �
Ü � Ö

È
È ì6I Ê Å Íü

(5.61)

i � äÑÂ � ç Ö
È
û æ Da? äÈÂ � ç ì D Ï äÑÂ � ç�ç@Ö

o
g äÑÂ � ì Èñ o ç (5.62)

Wartósci D � dla dowolnych d znajdziemypodstawiając
� � Ö i � do rozwiązania

formalnego:

D � ä É åxd%ç Ö Å Í
ø

i � ä>Ý � ç 3 Ï Ô ®Ó á
Ý �d ì D � ä É å�d%ç 3 Ï Ò ÍÓ (5.63)

Wykonująccałkowanieotrzymujemywynik w dosýc nieprzejrzystejformie:

D � ä É å�d%çD � ä É å�d%ç Ö
o
Ü �g�D � ä É å�d ç

d ì ÎI Ê ý äÈd ì Â ø ì ÎI Ê ç 3 Ï Ò ÍÓ
È ì I Ê Å Íü

ì 3 Ï Ò ÍÓ (5.64)

Bardziejprzejrzystewyniki otrzymamybadaj̨aczachowaniegranicznedlab.słabych
i b.silnych linii:

D � ä É å�d çD � ä É å�d ç
� È ýËÂ ø Ê�JLK

l > K è ø 2 Æ ê Â ø û È
słabaliniaI ÊMJLK

ü > K è ø 2 Æ ê
Æ ? ÐN O
Å Í Â ø P È

silnalinia
(5.65)

Tenwynik przewiduje słabą zalėznósć nat̨eżenialinii od kątaczyli małepociem-
nieniebrzegowe. Jestto w niezgodziez zachowaniemwiększósci linii za tarczy
słonecznej. Na tej podstawie można wnioskować, że większósc linii powstaje
wskutekrzeczywistego pochłanianiaanie rozpraszania.
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5.3.2 Linie Pochłaniające: Model Milne -Eddingtona

W modeluMilne-Eddingtonazakładamybrak rozpraszaniaw kontinuum ± Ö É
i stałósć z głębokością Ý pozostałychwspółczynnikówabsorpcji:w kontinuum Ç
i w linii ±LQ i Ç	Q . Brak rozpraszaniajest najsilniejszymograniczeniemmodelu.
Zakładamyteż liniowązalėznósć funkcji źródłowej od Ý :

«Ùä>Ý)ç%Ö X ì�Û Ý (5.66)

W świetlewyników przybliżeniaEddingtona,to ostatniezałȯzeniejestdość real-
istyczne.Równanietransferudlapromieniowaniaw kontinuumprzyjmujepostác:

d á�D �
á
Ý ÖbDRQ ý�«SQ gdzie á
Ý Öãý¹ÇmÐ¤á�� (5.67)

W linii mamy

d á!DRQ
ácÂHQ Ö DTQ ýVU'Q4WSQYX äRZ#XVU'Q�çT[�Q gdzie (5.68)\^] Q _ XÿäE`bac`	QSacdLQnçEe \�f (5.69)g Q _ `�Q

`�QYahdLQ (5.70)

i Q _ `�QYahdLQ
` (5.71)

UjQ _ `�Qkac`
`�QYah`�QSahdLQ _

Zja i Q g Q
Zja i Q (5.72)

Rozwiązaniaszukamyw oparciuo przybliżenieEddingtona.Zaczynamyw
zwykły sposóbliczącmomentyr. transferu:

\�l Q\<] Q _nmLUjQèäE[�QYXVWSQ�ç
\	o Q\<] Q _

l Q
m

o Qp_ [�Qq (5.73)

Różniczkijąci podstawiającotrzymujemy:
\^r [�Q\<] rQ _ q U'QéäE[4QYXVWSQ.ç (5.74)

Związekskal głębokości w linii i w kontinuum można wyrazíc jako
\<sut `v_Xke \�f _ \^] Q t äE`wac`�QkacdLQ.ç . Stądotrzymujemy

s
i WÙä s ç jako

s _
] Q

Zja i Q
WSQéä ] Q.çx_ WÙä ] Qnçy_{z|a

}&] Q
Zja i Q (5.75)
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Wobecpoczynionychzałȯzén, równanie(5.74)jestrównaniemliniowym. Jego
rozwiązanieogólnemożnaprzedstawić jako

[�QYXhWSQp_F~k�T����� ���L�M�'ah~ r ����� �����R� (5.76)

Podstawiając wewnętrzny warunekbrzegowy [4QwX�WSQ�� � gdy
] � � Stąd~k�,_�� . Aby wyznaczýc ~ r policzymy wartósć

\ [�Q t�\<] Q na powierzchnidwa
sposoby. Zq

\ [�Q\^] Q � _
\	o Q\^] Q � _

l Qéä��mç
m _ [�Qèä��mç� _ ~ r acz� (5.77)

Skorzystalísmyz wyniku dla atmosferypół-nieskońconej
l Qéä��nç�_ � [4Qéä��nç . Nato-

miastbezpósrednioróżniczkującrozwiązanieotrzymujemy

Zq
\ [�Q\^] Q � _{X

q UjQ4~ r a
}

Zya i Q (5.78)

Porównuj̨acotrzymujemy

~ r _
�

� �u� � ��� � ê X � ���r� U Q a � �r (5.79)

Wynik przybliżeniadwustrumieniróżni sięodpowyższegow nieistotnychszczegółach
copotwierdzawiarygodnósć wyniku.

Podstawiając i Qp_�� i UjQ�_�Z otrzymujemywyniki dla kontinuum:

[��kä��nçy_ z|a �
� �Zya � �r (5.80)

Unormowanerozwiązanieprzyjmujepostác

l Qèä��mçl �kä��mç��
[�Qèä��mç
[��kä��mç _

Zja � �r
z � q a }

z � q UjQ�a �� ��� �� �rna � UjQ (5.81)

W oparciuo to rozwiązaniemożemyotrzymác funkcjeźródłowe jako
  Q _ UjQ4WSQYX äRZyXhUjQ.çT[�Q (5.82)  �kä s ç¡_ WSQéä s ç (5.83)

Podstawiającdorozwiązaniaformalnegootrzymamyjakowynik, pomijającprzek-
ształcenia:

¢ Qéä��^åR£ ç¢ �kä��^åR£ ç _
z|a �¥¤� ��� �z|a } £ X äTZyXhUjQ�ç � ���r X �

� �u� � ���"� êäEz|a } £%çbäRZya�£ � q UjQ.ç
ä � �r a � UjQ.ç (5.84)
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Ponieważ w modeluS-Srozpatrywaliśmyprzypadekczystegorozpraszaniaobec-
nie rozpatrzymyprzypadekczystego pochłanianiag _6UV_vZ . Wynik przyjmuje
bardziejstrawnąpostác

l Q@ä��mçl ��ä��nç _ z � q a �� ���"�z � q a } (5.85)

¢ Qèä��^åM£%ç¢ �kä��^åR£ ç _ z¦a �¥¤� ���"�z¦a } £ (5.86)

Widać, że gdy atmosferajest izotermicznaczyli brak gradientutemperatury} _�� , to brakjestlinii. Inaczejwarunkiempowstawanialinii jestspadektemper-
aturyw atmosferzenazewnątrz.Dla silnych linii, i Q P Z mamyl Qéä��nçl �kä��mç _ z � q

z � q a } (5.87)
¢ Q@ä��^åR£%ç¢ �kä��^åR£%ç _ z

z|a } £ (5.88)

Stąd wniosek,że na brzegu tarczyabsorpcjanie daje linii. W istociewówczas
patrzymywzdłuż warstwygazuo stałejtemperaturze.Dla słabychlinii, i Q¨§ Z
mamy l Q@ä��nçl ��ä��mç _ ZyX i Q }

z � q a } (5.89)
¢ Qèä��^åR£ ç¢ �kä��^åR£%ç _ ZyX i Q } £

z|a } £ (5.90)

W tym wypadkugłębokośclinii © i Qª©«`�Q¬©®°¯ gdzie ±¦¯ jestgęstóscią kolum-
nowąpochłabiaj̨acychatomów.

5.3.3 Krzywa wzrostu

Przedstawimy terazszkic metodywyznaczaniaskładuchemicznego gwiazd w
oparciuo teorįe atmosfer. W tym celuoprzemysię o najprostszyi niezbytreal-
istyczny modelS-S.Zasadametodypozostajesłusznadla bardziejrealistycznych
modeli powstawania linii w atmosferze,w szczególnósci można ją stosować w
oparciuo rachunkisyntetycznychwidm. W celuwygodnegoporównanianat̨eżén
obserwowanychi obliczonychlinii jestpotrzebnajakásmiara.Takąmiarąjestsze-
rokość równoważna ²´³ okréslonajako szerokość prostokątnejlinii o głebokości
100%którawycinaz kontinuumtakiesamepolejak danalinia (Rys.5.8):

²µ³¦¶·ZS_ ��¸
��¸ ZyX

l ³l �
\�¹

(5.91)
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Rysunek5.8: Okréslenieszerokości równoważnejlinii.
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Grubość optycznaw linii

Wygodniejesttutajposługiwaćsięwielkościamiliczonymi najednostkowy przedział¹
a nie º . Mając związek

¹ º«_ » z warunku
l Q \ º¼_ l ³ \�¹ mamy

l ³½_l Q·¾ \ º t�\�¹ ¾¿_ l Q4» t�¹�r i podobniedla `�³ . Grubósć optycznaw linii wynosi

] ³À_
Á
� `�³He \�f _ »¹ r

Á
� Â Que \�f (5.92)

gdzieprzez Â Qµ_Ã`�Que oznaczylísmy nieprzezroczystósć na jednostk̨e objętósci.
Podstawiając(5.39)otrzymujemy

] ³w_ »ÅÄ·º �
mHÆ ¹ r Wp� r í#³

Á
� y� \	f _ »ÅÄ·º �

mÅÆ ¹ r Wp� r ±Ç��í#³ (5.93)

gdziewprowadziliśmyoznaczeniegęstósci kolumnowej ±Ç�k_ Á� y� \�f . Dla up-
roszczeniazapisuoznaczymyî¡_ ��È"Q1ÉÊ�Ë ³¿Ì Wp� r ±b� . Wówczas

] ³w_pîôí#³ (5.94)

Krzywąwzrostunazywamyzalėznósć ²´³Oä�±¦¯&ç lub cowychodzinajedno²µ³¤äÑî ç .
Nazwa odnosisię do wzrostuszerokości linii zewzrostemzawartósci odpowied-
nich atomów. Podstawiającznalezion̨aw modeluS-Swartósć

l Q t4l � znajdujemy
wyrażenieokréslającekrzywąwzrostu

²µ³w_ ��¸
��¸ ZyX Z

Zja � �r ] ³
\�¹ _ �4Í ¹	Î ¸� � �r ] ³

Zja � �r ] ³
\�¹
Í ¹ÏÎ (5.95)

Podstawiającnowązmienną
\<Ð _ \�¹
t Í ¹	Î otrzymujemy

²´³À_ � qÑÍ ¹	Î ¸�
]<Ò

Zja � �r ]HÒ
\^Ð

(5.96)

Przez
Í ¹	Î

oznaczylísmy szerokość profilu dopplerajądralinii. Dla typowego
profilu Voigta w centrumDopplerowskiego ze skrzydłamiLorentzaprzy rosną-
cym nat̨eżeniumamy trzy różneprzypadkiwypełnienialinii, dodatkowo zilus-
trowanenarysunku5.9:

²´³w©ÊîÃ¶ Í ¹	Î słabalinia jądronie wypełnione (5.97)

²´³w©ÓZy¶ Í ¹ � Î ê sżednialinia skrzydłaDopplerawypełnione (5.98)

²µ³b©�Zy¶ Í ¹ �ÕÔ ê silnalinia skrzydłaLorentzawypełnione (5.99)

(5.100)

Przez
Í ¹ � Î ê i

Í ¹ �ÕÔ ê oznaczylísmy szerokość na której odpowiednio skrzydła
Doppleralub Lorentzasąnasycone.
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Krzywa wzrostu

Rozważymy dokładniej3 przypadkinasycenialinii. Dla śłabejlinii mianownik
podcałkąw (5.96)jestw przybliżeniu1 i dlaprofilu Doppleramamy

] ³ © î� Æ ���
Ò Ì

gdzie îÖ§ Z
²µ³ �

� q4Í ¹ÏÎ ¸� ]HÒ�\<Ð _
� q
Æ
Í ¹	Î î ¸� ��� Ò Ì \^Ð

_
� q
� Í ¹ÏÎ î×©F±|¯ (5.101)

Dla linii o pośredniejintensywnósci szerokość wypełnieniaprofilu DoppleraÍ ¹ � Î ê�_ Ð � Î ê Í ¹	Î okréslamyz przyrównaniawyrazóww mianowniku:

Z _
� q
� ] ³b_

� q
� î� Æ ���

Ò Ì
skąd

Ð � Î ê _ ØÚÙ
q
Æ
î �

²´³ �
� q�Í ¹ÏÎÛÐ � Î ê _ � q�Í ¹ÏÎ ØÜÙ

q
Æ
î � (5.102)

Dla silnej linii post̨epujemyanalogicznie,tylko używamyprofilu Lorentzado
okrésleniaszerokości

Í ¹ �ÕÔ ê :
] ³ © îÝz

Æ
ZÐ r ahz r ©

îÝz
Æ Ð r skąd

ZÞ_
� q
� ] ³w_

� q
� Æ

îßzÐ r
Ð �àÔ ê _

� q
� Æ îÝz

²µ³ �
� q�Í ¹	Î�Ð �ÕÔ ê _ � q�Í ¹	Î

� q
� Æ îÝz (5.103)

W rezultacieznajdujemy, żekrzywawzrostuskładasięz3odcinków, stromego© ±¦¯ dla linii słabej,płaskiego dla średniejlinii i umiarkowanienachylonego
dla linii silnej. Zastosowaniekrzywej wzrostudo obserwacji poleganazmierze-
niu ØÜá�â�²äã³ dla szeregu linii tego samego atomuo różnych nat̨eżeniachorazna
policzeniudla nich przy załȯzonym ±¦¯ wartósci ØÚá�âQî oraz ØÜá4â�²äå³ . Odkładaj̨ac
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Rysunek5.9: Kształt linii odpowiadający 3 czę́sciomkrzywej wzrostu
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ØÜá�â�²µ³ w funkcji î otrzymamydwie krzywe wzrostu: obserwowaną i teorety-
czną. Ich wzajemneprzesunįeciew poziomieokréslaodst̨epstwo obserwowanej
zawartósci od załȯzonej

Í ØÜá�âæ±|¯ . Współczésnie dysponuj̨ac zaawansowanymi
modelamiatmosfernie mapotrzebyodwoływać się do modeluS-Sw celuwyz-
naczaniaskładuchemicznegoz nat̨eźén linii. Niemniejzasadapozostajetasama-
opieramysię naporównaniuobserwowaneji obliczonejkrzywej wzrostu,lub co
wychdzi prawie na jedno,stramysię wprost dopasować widmo teoretycznedo
obserwowanegozmieniajączawartósci poszczególnychatomóww atmosferze.

5.4 Prostemodelelinii widmowych LNRT

5.4.1 Operatorowa postác równania transferu

Okazujesię, że równanietransferumożnaprzedstawić w postacioperatorowej -
całkowej. Zakładaj̨acfunkcję źródłową

 
atomu2-poziomowego

  _ äTZçX�è�ç1[baè1W i podstawiając(3.49)otrzymujemyrównaniecałkowena
 

:

  ä ] ç#_ äTZyXhè�ç Z� ¸�   ä s çTé¦�bäT¾ s X ] ¾7ç \<s acè1WÙä ] ç (5.104)

gdzieopúsciliśmy indeksy º . Jestto operatorowa postác równaniatransferudla  ä ] ç . Zaletą postacioperatorowej jestbrakzalėznósci od kątów, co prowadzido
bardziejskondensowanego obrazuproblemu.Ta postác pozwalanasnucieosza-
cowań i przybliżén analitycznych. Do praktycznych obliczén postác operatorowa
sięnienadaje.W obliczeniachjestésmyzmuszenireprezentować atmosfer̨eprzez
skońćzoną liczbę warstwi wówczasliczeniecałekoznaczasumypo wszystkich
warstwachpodczasgdy do przedstawieniaróżniczekwystarczyiloraz różnicowy
obejmujący 2 najbliższewarstwy.

W przypadkutransferuw linii, g"dzie wkład do [ dają wszystkieczęstósci
w obr̨ebie linii, potrzebnejest dodatkowe całkowanie po profilu linii. Mamy
wówczas

  ä ] çx_ äRZyXVè$ç ¸�   ä s ç o �
äT¾ s X ] ¾Gç \<s acè1WÙä ] ç gdzie (5.105)

o �bäEêbç*_ Z� ¸� í r ë é¦�bä�í ë êbç \<ì (5.106)

5.4.2 Ucieczkafotonówz centrum linii

Interpretacjafizycznafunkcji źródłowejatomu2-poziomowegoopierasięnastwierdze-
niu, żez prawdopodobiénstwemZÛXÝè fotonzostajeefektywnierozproszony. Ter-
minefektywnieobejmujezarównoprawdziwerozpraszaniejak i reemisj̨ewczésniej
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Rysunek5.10:Krzywa wzrostudlamodeluSchwarzshilda-Schustera
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pochłonįetegofotonu.Parametrè możnainterpretować jako prawdopodobiénstwo
zniszczeniafotonu. Procesemktóry prowadzi do zniszczeniafotonu w linii jest
powrót atomudo stanuwyjściowego wskuteknieelastycznego zderzenia.Takie
zderzeniew którym energia wzbudzeniazostajezamienionana dodatkową en-
ergiię kinetyczną cząsteknazywa się zderzeniemsuperelastycznym a cały proces
okréslamyjako deekscytacj̨e zderzeniową. Dla przypadkusilnych linii rezonan-
sowych powstających w ultrafiolecie Ä·º t4íÑî P Z , w granicy è¨� ~ r � t ä�~ r �#aï r �$ç . Dla silnych linii rezonansowych, t.j. takichdla którychdolny poziomjest
poziomempodstawowym atomu,èæð�ZÅ� �4ñ .

Zniszczeniafotonumożemysięspodziewaćpo ±ò©�Z t è kolejnychrozproszén.
Tyle rozproszén wypadaśrednionajednądeekscytacj̨ezderzeniową. Ruchfotonu
w czasierozproszén możnaokréslić jako błądzenieprzypadkowe: kolejnekroki
są z grubszajednakowe

Í ] _ÞZ i wypadaj̨a losowo w górelub w dół. Odnosi
się to zarównodo fotonów pozostaj̨acych w centrumlinii jak i do fotonów w
kontinuum,inny jest tylko krok (znaczniedłuższyw kontinuum). Zatemzasįeg
fotonuprzedzniszceniemjestokoło

] � © � ±Ã©�Z t � è . Inaczej,fotony z warstw
płytszych,

]´óô] � majądużeszanseucieczki.
Rozważmyrównowag̨epromienist̨aw nad-fotosferycznejwarstwieatmosfery

pomįedzy
] _ � oraz

] _ Z , w warunkachsilnego rozpraszaniaèõ§ Z . W
warunkachNLTEobsadzeniestanupodstawowegouleganiewielkiemuwzbogace-
niu, wyraźny jest natomiastdeficyt obsadzeniastanówwzbudzonych. Wyda-
jność absorpcjipozostajez grubszajak w LTE: `�ö . Natomiastspadailość emisji,
bowiem warstwaemitującauciekającefotony, jestrozmytanagrubósci

] � , zatemi ©FW tÅ] � . Mamyzatemoszacowanie
  ö napowierzchniw centrumlinii:

  ö�¾ �^÷ � _
i ö
`�ö ©

W] � ©
� è1W (5.107)

To przybliżeniebardzodobrzeoddajezachowanieię f.źródłowej w centrumlinii
w modelachNLTE przedstawionychnarys. 5.6 i 5.7.

5.4.3 Ucieczkafotonóww skrzydłe linii

Transportfotonóww skrzydłachlinii odbywasię inaczej.Fotonktóry w kolejnym
rozproszeniuprzypadkowo trafił doskrzydła,maszans̨eprzeleciecdużąodległość
w jednymkroku,botamabsorpcjajestmała.Natomiastnast̨epnekroki będąjuż b.
krótkiebowskutekredystrybucji foton trafiaz powrotemdocentrumlinii. Zatem
zasįeg fotonóww skrzydlemożnaprzybliżyć podającdługósć jednego kroku. W
przypadkuskrzydełlinii musimy osobnorozpatrzýc przypadekskrzydełprofili
Dopplerai Lorentza.Prawdopodobiénstwoznalezieniasięfotonuw skrzydle,n.p.
dla øúù Ð gdzie

Ð _ Ípû t Ípû Î
możnaokréslić jako całkę ü z ogonarozkładu

linii ZÀX�ý _ ü _ ¸Ò í ÒÛ\^Ð . By trafić do skrzydła foton musi ulec ± ©
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Z t ü rozproszeniom.Skoro foton znajdziesię w skrzydle,jego zasįeg odpowiada
drodzeswobodnej

] � gdzie Z�© ] ��íÀþ Ð ç . Tewyniki zestawimy w tabelce:

Wielkość Doppler Lorentz/Voigt
Prawdop.w skrzydle:

Z
± ©Fèæ©Fü � � Ò Ì

Ë r Xhz<ÿ » s � Ò �Æ © zÐ

Pochł.w skrzydle:

í Ò � � Ò Ì ©Fè zÐ r © è r
z

Zasįeg w skrzydle:

] �#© Zí Ò
Z
è

z
è r

(5.108)

Na tej podstawie możnastwierdzíc, że ze względuna intensywn̨a ucieczk̨e
fotonóww skrzydle,dopóki

]´óô] � , w NLTE mamydeficyt emisji, czyli  ö ¾ ���4��� § W�ö (5.109)

W szczególnósciw modelachNLTEprzedstawionychnarys. 5.6możnastwierdzíc
odchyleniaod LRT nagłębokości zasįegu w skrzydleprzy profilu Dopplera Z t è .
Podobnierzeczysięmają narys5.7dlaprofilu Voigta.

5.4.4 Głębokość termalizacji

Powyższerozważaniamożnaniecozformalizować wprowadzaj̨ac pojęciapraw-
dopodobiénstwa ucieczki ý�ö þ £%ç�_ � ��� � � ¤ , dla £xù � . Interesuj̨aca jest jego
wartósć uśrednionapo kątachorazpo częstósci

ý�öp_ Z� �
� � �

� �� \ £�_ Z� é r þ ] önç (5.110)

ý
	Ñþ ] ç#_ ��¸
��¸ í ë ý ë þ ] ë ç \^ì Z� ��¸

��¸ í ë é r þ ] í ë ç \^ì (5.111)

Na powierzchni é r þ��mçÀ_xZ zatem ý
	4þ��mç _¡Z t � jak się nalėzało spodziewać, bo
połowafotonówjestemitowanado środkai grzęźnie.

W oparciuo prawdopodobiénstwo ucieczkidefiniujemygłębokość termaliza-
cji
]�� È jako rozwiązanierównania

ý	Ñþ ]�� Èmçæ_�è (5.112)
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Jésli fotonstartujezgłębokośći większejniż
]�� È to mawiększeszanseuleczniszcze-

niu niż ucieczki.Zatemw tej warstwiepromieniowaniezbliżasię do równowagi
z materią,czyli   ö þ ]�� È^ç � WSö þ

]�� È^ç (5.113)

W zgodziez poprzednimioszacowaniami,
]�� È �

] � . Na tej podstawie można
wprowadzíc nast̨epujący przybliżony wzóroceniaj̨acy wartósć

  ö w linii:

 ����ö þ ] ö�ç �
è

è>a � þRZjXVè$ç1ý
	4þ ] ö�ç WSö�þ
]�� Èmç (5.114)

Jestto t.zw. II-gie przybliżeniez prawdopodobiénstwemucieczki. Jego główną
zaletą jest prawidłowe zachowanie asymptotycznedla

] � � i � , zgodnez
rozważaniamipoprzednichparagrafów. W pierwszymwypadku

  ���ö � � è1WSö . W
drugimwypadku

  ���ö � WSö . Zastosowaniatakichprzybliżénsądwojakie:doszy-
bkich obliczén szacunkowych, gdy n.p. ze względuna 3-wymiarową geometrįe
rozwiązaniemodeluatmosferymoże być zbyt kosztowne, orazdo znajdowania
dobrychlokalnychprzybliżén startowychw metodachperturbacyjnych,n.p.ALI.
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Rozdział 6

Obliczeniamodeli atmosfer

6.1 Pełny układ równań atmosferyLNRT

6.1.1 Równania

W tabeliwyliczymy niewiadomeorazokréslająceje równánia w modeluatmos-
fery :

[�ö þ ] ç
���Õ  ö���_F[4ö albo� Ì�� ����� �� � Ì� _�[�öYX   ö Transfer (6.1)

e�þ ] ç ����� _FXke � R.hydrostat. (6.2)

î þ ] ç ¸� `�ökþE[4öYX   ö.ç \ º
(wyrazyz dLö się znosz̨a)

R.promienista (6.3)

ç¯1þ ] çò°¯ !#"÷ ¯ þ%$S¯ ! ac~y¯ ! ç#_ !�"÷ ¯  ! þ%$ ! ¯ ac~ ! ¯ ç R.promienista (6.4)

&	4þ ] ç ¯ °¯('�¯°_c&	 Zach.ładunku (6.5)

Przez
]

oznaczamystandardową grubósć optyczną,
] ö - to samodla częstósci º ,[�ö - średnienat̨eżeniepromieniowania,ý - ciśnienie,
f

- głębokość geometryczna,e - gęstósć materii,
î

- temperatura,°¯ - obsadzenie) -tego poziomu, $S¯ ! i ~y¯ ! -
tempoprzej́sć promienistychi zderzeniowych )k�+* , ,	 - gęstósć elektronów, 'Û¯
- ładunek) -tego jonu.

6.1.2 Funkcje materiałowe

Doobliczénsąpotrzebnefunkcjemateriałowe,wyst̨epującejakowspółczynnikiw
równaniachbudowy atmosfery. W praktyceprogramowaniei obliczaniewartósci
tych funkcji stanowi najbardziejzłożoną czę́sć obliczén. Z tego powodu często
korzystasięz interpolacjigotowychtabelprzygotowanychw postacistrawnejdla
komputera.
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$S¯ !.- ~y¯ ! Tempa przej́sć
promienistych i
zderzeniowych

(6.6)

/ öp_{dLöYac`	öp_
¯ !10 ¯ � ç¯·X32�42�5  ! ��dL¯ ! þEºæçÛac¶^¶^¶ Nieprzezroczystósć (6.7)

i öp_   ö / ö Emisyjnósć (6.8)

ý¨þ e - î ç Równaniestanu (6.9)

gdzie dL¯ ! sąprzekrojamiczynnymi dla przej́scia)��6* .
6.1.3 Model atmosfery

Pełny modelatmosferyokréslaprzebiegpodstawowychzmiennych [�ö - e - î - °¯ - ,	
dla � óô]´ó � . Parametramimodelusą:

d î Ê	87 l Temperaturaefektywna
atmosfery

(6.10)

� 7:9<;= Ì Przýspieszeniegrawita-
cyjne

(6.11)

î¬¯ Składchemiczny (6.12)

Napodstawiemodeluzapomocądodatkowychobliczénw oparciuo rozwiązanie
formalnet. transferumożnawyliczyć widmo syntetyczne

¢ ö . Widmo syntety-
cznemożna liczyć dla nieco innych, dokładniejszychwartósci î¬¯ oraz / ö , niż
w modeluatmosfery. Warunkiemjest by te zmiany nie wpływały znacz̨acona
równowag̨epromienist̨amodelu.

6.2 Metody rachunkowe

6.2.1 Wstęp

Specyfikametodnumerycznych

Zrozumienieroli metodnumerycznychw rozwiązywaniuproblemównaukowych
sprawia największą trudnósć początkującym. Z jednej strony grozi przesadna
fascynacjastroną obliczeniową, podczasgdy jest to bardzoskomplikowane,ale
jednaktylko narz̨edziei nie stanowi celusamow sobie.Z drugiejstrony niebez-
piecznejest lekceważenie: mimo kolosalnego post̨eputechniki obliczeniowej to
wydajnósćstosowanychmetodnumerycznychanietechnikadecydująo rozwiązal-
ności zagadnién. Typowo rozwiązywanezagadnieniasą na tyle skomplikowane,
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żekoniecznejeststosowaniemetoditeracyjnychi wówczasowydajnósciobliczén
decydujejakość pierwszego przybliżeniai szybkość zbieganiasię rozwiązán. Na
pierwszyrzutokametodynumerycznewydająsięproste,jednakczęstosąbardzo
wrażliwenarozmaiteszczegóły realizacjii wybórwłaściwegopost̨epowaniaczęsto
jestwynikiemzbiorowegodoświadczeniabadaczy. Aspektszczególniewidoczny
w obliczeniachatmosferto związekstosowanychmetodz fizyką zagadnienia.

Rola fizyki

W teori atmosferfizyka ingerujepoprzezlokalnósć lub nielokalnósć sprz̨eżenia
promieniowania z materią. W przybliżeniu LRT zasadnicz̨a rolę gra sprz̨eże-
nie lokalne. W przybliżeniu LNRT z silnym rozpraszaniemmamy oddziały-
waniemateriiz fotonamipokonującymi znaczneodległościprzedpochłonįeciem,
czyli sprz̨eżenie jest nielokalne. Wszystkieobliczeniaw ostatecznym wyniku
sprowadzaj̨a się do odwracaniamacierzyo dużym rozmiarze . Ścísle lokalne
oddziaływanieodpowiadałobymacierzydiagonalnej.Jejodwracanie,to liczenie
odwrotnósci elementówprzekątnejczyli  operacji. Totalnesprz̨eżeniewszyst-
kich niewiadomychz wszystkimioznaczapełnąmacierzwspółczynników, której
odwracaniepociąga  � operacji. Przy tysiąch niewiadomychróżnica jest ol-
brzymia.Cogorszanielokalnesprz̨eżeniezwykleoznaczagorszązbiéność rozwiązán,
bardzozwiększaj̨ac ilość obliczén. Z tego powodu najlepszeobecniemetody
(ALI) opierają się nanapodzialeoddziaływań naczę́sć lokalną (jak największ̨a),
dla której dokonujesię rozwiązaniaścísłego przy zmniejszonejilości oddziały-
wań. Czę́sć nielokalną(możliwie niedu̇zą)uwzgl̨edniasiępotemjako perturbacje
rozwiązania.

Realizacjarozwiązaniaformalnegor.t.

We wszystkichmetodachpraktycznych jako niewiadomychszukasię [�ö . Mają
onetęprzewag̨e,żew odró̇znieniuod

¢ ö niezalėząod £ , zatemliczbaniewiadomych
wartósci  w macierzachrównán jest mniejsza. Na tym etapieobliczén gdzie
potrzebnesą

¢ ö , możnajeodtworzyćwstawiając [�ö do
  ö i korzystaj̨acz rozwiąza-

nia formalnego równaniatransferu. Nie korzystamyjednakz postacicałkowej
r. formalnego, bo oznaczaona,że dla każdej warstwytrzebaliczyć całkę/sum̨e
po wszystkichwarstwach. Korzystamyzamiasttego z faktu, że rozwiązaniefor-
malnejest rozwiązaniemróżniczkowego r.transferuz zadan̨a

  ö . W przybliże-
niu dyskretnych warstww takim równaniudla każdej warstwywyst̨epują tylko
wartóscizdwunajbliższychwarstw, koniecznedoobliczeniaprzybliżonejwartósci
pochodnej. Obliczonych z rozwiązaniar.transferu

¢ ö nie przechowujemy lecz
natychmiastwykorzystujemydoobliczenianowegoprzybliżenia[�ö . W tensposób
w oparciuo rozwiązaniarózniczkowe efektywnierealizujemycałkowy operator
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Rysunek6.1: Parametryzacjakształtuwidmaw metodzieschodkowej rozwiąza-
nia R.T.
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�
: startujemyz zadanego

  ö i obliczamy [�ö . Nadaljestto tylko rozwiązaniefor-
malnebo zwykle nowe [�ö różni się od wyjściowego[�ö . Wyst̨epującepo drodze
r. transferurozwiązujesię jako algebraicznezast̨epującróżniczki ilorazamiróżni-
cowymi niewiadomych. Przy tym można korzystác albo ze zwykłej postacir.
transferu(metody I-szego rzędu) albo z postaci

\^r�>�? [4ö t�\<] rö ¶^¶^¶ lub podobnej
(metodyII-go rzędu:metodaFeautrieui metodaczynnikówEddingtona).

6.2.2 Metoda schodkowa (I-szegorzędu)

Rozwiązaniadokonujemywzdłuż konkretnegopromieniai
]

oznaczagrubósć op-
tyczną na drodzetego promienia. W metodzieschodkowej zasadniczociągłą
zmienną

¢ ö przybliżamywartósciami funkcji schodkowej. Schodkimają rózne
nachyleniastopnii skoki w kolejnych warstwach.W tensposóbw jakiejś warst-
wie,n.p.onumerze

\
mamy2wartósci

¢
poobustronachschodka:

¢ ��A@_ ¢ 0� . Sze-
rokość schodkato odległość warstw

Í _ ] � � �>X ] � . Ponieważ schodkioznaczaj̨a
2 niewiadome

¢ �� i
¢ 0� w każdej warstwiepotrzebnesą odpowiednie2 równa-

nia do ich znalezienia.W tym celuużyjemydwu różnych oszacowań pochodnej
w równaniutransferu:nachyleniastopniai nachyleniaodcinkałączącego środek
stopniaz podstawąnast̨epnegoschodka(patrzrysunek):¢ �� � � X

¢ 0�Í _   � � �°X ¢ �� � � dla linii x-x (6.13)
��BCED � � ��FCr X ¢ ��G r _   � X ¢ �� dla linii o-o (6.14)

(6.15)

Jednoz przybliżén przecenianachylenie,drugie niedocenia,razemzapewniają
stabilnósć metodyi mniejsząwrażliwość nabłedyzaokra"glén.

Eliminującz tych równán
¢ 0� otrzymujemy

þ Í r a ��Í a � ç ¢ �� � � X
� ¢ �� _ Í   � a Í þ Í a{Z,ç   � � � oraz (6.16)

þ Í r a ��Í a � ç ¢ 0� _ � þ Í aFZ�ç ¢ �� a Í þ Í aFZ,ç   � X Í   � � � (6.17)

W pierwszymz równán (6.16)
¢ 0

nie wyst̨epują i możeonosłużyć do znajdowa-
nia

¢ �� w oparciuo wartósci z poprzednichwarstw, poczynaj̨acod warunkubrze-
gowego. Wówczaswartósci

¢ 0� możnazanalézć z (6.17).Nazakoćzenieobliczén¢ � znajdujemyjako średnįaważonądługóscią stopni:

¢ � _
¢ �� Í a ¢ 0� Í �Í a Í � (6.18)

gdzie
Í � _ ] � X ] � � � . W tensposóbznajdujemywszystkie

¢ � w oparciuo zadane  � . Obliczenianalėzy powtórzyć dla kilku innych kierunków, w zalėznósci od
przyjętejdyskretyzacji£ .

90



6.2.3 Metody II rzędu

Feautrieu

Podobniejak w metodzie2 promienidefiniujemy

* _
¢ þ�aY£ - ºèç°a ¢ þEXY£ - ºæç� (6.19)

Ä _
¢ þ�aY£ - ºèç>X ¢ þEXY£ - ºèç� (6.20)

gdzie* - Ä¬_H* - ÄÛþ £ - ºèç . Wstawiającnowezmiennedo r.transferudostajemy

£
\ Ä\<] _ *�X  
£
\ *\<] _ Ä

Różniczkująci podstawiającmamy

£
\^r *\^] r _I*pX   (6.21)

Jestto równanieróżniczkowe 2-rzęduzatempotrzebuje warunkówbrzegowych
napochodne.Z zewnętrznego i wewnętrznegowarunkubrzegowegomamy

£
\ *\<] J _ *�X ¢ �j¾ � _K*ç¾ �

£
\ *\<]
�MLON�P

_ XQ*pa ¢ �y¾ �MLON�P _{XQ*pahW�öSan£
R WSöR ]

�MLON�P
gdzieprawąstron̨ewarunkuwewnętrznegoprzedstawili śmyw postaciprzybliże-
nia dyfuzyjnego.

Dyskretyzacja(6.21)t.j rozbicieatmosferynawarstwyptowadzido równania
algebraicznego

£ r
! CED � � ! CG D X ! C � ! CTS �G SÍ � Í � _I* � X   � (6.22)

gdzie
Í � _ ] � � �>X ] � oraz

Í � _ ] � X ] � � �
Podobn̨adometodyFeautrieumetodąII rzędujestmetodaczynnikówEdding-

tonanaszkicowanaw paragrafie3.2.3. Różnicapoleganatym, żenaszkicowaną
powyżejmetod̨edyskretyzacjirównaniatransferuw postaci2-gorzędustosujesię
nie tylko doznajdowania

¢ þ £ - ºèç , alenajpierww podobny sposóbznajdujesię [4ö
z rozwiązania(3.19).
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Rysunek6.2: Kształt macierzyFeautrieu. Takamacierznazywa się pasmową,
bowiemnieznikająw niej tylko wyrazyw pasiewzdłuź przekątnej.

Rozwiązanierównań relaksacyjnych

Równanie(6.22) sprowadzasię do standardowej postaciwyst̨epującejw relak-
sacyjnychmetodachrozwiązywaniazagadniénbrzegowychrównán różniczkowych:

X ï � * � � �°ahW � * � Xh~ � * � � �y_VU � (6.23)

gdziew tym konkretnym wypadku

ï � _
�

Í � þ Í � a Í � ç W � _�Zja
�

Í � Í � ~ � _
�

Í � þ Í � a Í � ç (6.24)

Układ takich równán dla wszystkichwarstwmapostác macierzyz niezerowymi
współczynnikamiw kwadratowychblokachnawzdłuźprzekątneji dwunajbliższych
niej pod/nad-przek̨atnychzbudowanychz takichbloków. Równaniaw narȯznikach
mają o jedenwyraz mniej i odpowiadają warunkom brzegowym. Na rys. 6.2
przedstawiamy przykładmacierzyFeautrieudla bloków

qXW�q
, odpowiadających

3 różnym wartósciomkątai długósci fali.
Taki układnajprósciejrozwiązujesięzwykłąmetodąeliminacji: z równaniaZ

wyznaczamy*Ñ� i eliminujemyz pozostałych*Ñ� , to samoz * r i.t.d. W tensposób
dostajemyukład z 1 na przekątnej,0 pod przekątną, Y � nadprzekątną i ' � po
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prawej stronieo postacirównán

* � XHY � * � � �y_V' � (6.25)

Ostatniez równán przybierapostác Z�¶Z*.[w_\'][ skąd *.[ . Podstawiającoczko wyżej
mamy*.[ � � i.t.d. Całąprocedur̨emożnaprzedstawiż w zgrabnejpostacidwupętli
obliczén:

Y � _�� ' � _{�
Y � _�þEW � X ï � Y � � ��ç � � ~ �' � _6þEW � X ï � Y � � ��ç � � þ%U � a

ï � ' � � ��ç dla
\ _�Z - ¶^¶^¶� (6.26)

*.[ � �y_��* � _^Y � * � � �°a_' � dla
\ _c - ¶^¶^¶4Z (6.27)

Dowód naljepiej przeprowadzíc przez indukcj̨e, zakładaj̨ac, że do warstwy\ XFZ mamypostác Z - Y - ' (6.25)adalej
ï - W - ~ - U (6.23).Wówczaseliminacja

w równaniu(6.23)dla
\

prowadzido wzorów(6.26).Mianowicie przedstawiając
(6.25)jako * � � ��_`Y � � �(* � aa' � � � i podstawiającdo (6.23)mamy þ�X ï � Y � � ��aW � ç(* � aF~ � * � � �B_bU � X ï � ' � � � . Dzieląc przez þEW � X ï � Y � � �$ç otrzymujemy
wynik (6.26).Powyższametodamaszerszezastosowanieniż to wyglądanapier-
wszyrzutoka.Ponieważ algebramacierzyobejmujetesame4 działanianajakich
opierałasięeliminacja,identycznewzorydostaniemygdy

ï - W i ~ będąkwadra-
towymi macierzamia U wektoremwspółczynnikówrównán. Dopuszczalny jest
zatemukładrównánw którymwięcejniż parapod/nadprzek̨atnychnieznika.Taki
układwyst̨epujeprzyobliczeniachbudowy wnętrzgwiazd.

Zarówno w przypadkuliczb jak i macierzymuszą być spełnionewarunki
nieosobliwości odpowiednichelementówodwrotnych. Z postaci(6.26)wynika,
żete warunkinajłatwiejspełníc dla W dużychwzględem

ï
(oraz ~ ). Okazujesię

także, że wówczasmacierzukładu jest zdominowanaprzezprzekątną i iteracje
się szybko zbiegają. Matematycznieoznaczato żemacierzukładujest dodatnio
okréslonaa jej wyznacznikjest duży. W przypadku(6.24)sprzyjatemuwybór
dużej odległości warstw

Í
. Odpowiadato wzrostowi roli sprz̨eżenialokalnego

kosztemnielokalnego. I takfizykasplatasię z numeryką. Oczywísciewybierając
duże

Í
kiepsko przybliżamypochodnezatempotrzebny jestpewienkompromis.

Linio wa f. żródłowa

W przypadkurozpraszaniaw linii w modeluatomu2-poziomowego r. transferu
możnazapisác jako wektorowe liniowerównanieróżniczkowe

£
\ ¢ ¤ ö\<] _bí#ö ¢ ¤ ökX®þTZjXVè$ç Z� ¤dc ö c ² ¤dc ö c í#ö c

¢ ¤�c ö c X i (6.28)
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gdzie [ przedstawili śmyw postaciodpowiedniejsumy. Traktującindeksy£#º jako
numeruj̨aceskładowewektora

¢
to r. transferumożnazapisác wektorowo

\ ¢
\<] _ e ¢ a ± (6.29)

gdzie e i ± są znane.Takie równaniemożnarozwiązác n.p. wektorową odmi-
aną metodyFeautrieu. Problempolega na tym, że reprezentuj̨acerozpraszanie
macierze maduży rozmiar W  gdzie�_c ¤ W çö a  ¤ i °ö są ilościądyskret-
nych kątówi częstósci w linii. Dajeonawkąddo macierzy

ï
i odwracanietakiej

macierzyw każdejwarstwiejestpowolne,zewzględunailość operacji � .
6.2.4 Przybli żone f iteracje

Metoda perturbacyjna

Od angielskiego skrótuapproximatelambdaiterationsmetodaprzybliżonych
�

iteracji jestzwanametodąALI. Jakwyjaśnialísmyjuż (patrz5.4.16.2.1)w prak-
tycznych obliczeniachnie używa się metodoperatorowo-całkowych bo są one
znaczniewolniejszeniż metody różniczkowe. Ponieważ jednak istnieje dual-
izm polegający na tym, że każdy problemróżnczkowy możnaprzedstawiż jako
całkowy i odwrotnie,do opisumetodALI użyjemy formalizmuoperatorowego
jako bardziejprzejrzystego. Natomiastpraktycznarealizacjabędziew oparciuo
poznaneróżniczkowe metodyszukaniarozwiązaniaformalnego. W tym sensie
operator

�
efektywniereprezentujerozwiązanieformalneróżniczkowegorówna-

nia transferuwysumowanepo kątach:
���Õ  �>_6[ . W tensposóbmetodyALI nie

zast̨epują poznanych metodróżniczkowych lecz stanowią ich niezwykleefekty-
wne zastosowanie. Pozwoliły onena ponad10-krotneprzýspieszenieobliczén
i/lub rozpatrywaniebardziejzłożonych modeli. Przy obliczeniachzajmujących
tygodnienaszybkichmaszynachniesą to oszcz̨ednósci bagatelne.

Formalniezawszemożemyprawdziwyoperator
�

dladanegoproblemuprzed-
stawić w postacisumyoperatora

�Qg
dla prostszegoproblemui perturbacji:

� _ � g aFþ � X � g ç (6.30)

Wtedyoperatorowerównanietransferu(5.104)możnaprzedstawić jako

  _�þRZyXhè$ç �h�à  ��acè1W _½þTZyXVè$ç � g �Õ  ��aFþRZ#XVè�ç^þ � X � g ç �Õ  ��ahèTW (6.31)

Do tego momentunie zrobiliśmy nic nadzwyczajnego, wypisując tożsamósci.
Istotny krok polega na zauważeniu, że przy dogodnym wyborze

�ig
po prawej

stroniedrugi wyraz będziemały względempierwszego. Popełniaj̨ac niewielki
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błądmożemyw nim zast̨apíc dokładną wartósć
 

przybliżeniemz ostatniejiter-
acji, n.p.

  � [ ê . Wówczasrównaniedla nast̨epnego przybliżenia
  � [ � � ê przybiera

postác:

  � [ � � ê _�þRZjXVè$ç � g �à  � [ � � ê �LaFþRZjXVè$ç^þ � X � g ç �à  � [ ê � ahè1W (6.32)

gdziepodkréslonewyrazysąz góryznane.Możnaje traktować jako nowąpostác
lokalnej czę́sci f. żródłowej è1W . W efekcieproblemrozwiązaniatransferuz za-
wiłym operatoremsprowadził się do rozwiązaniaproblemuz prostym,prawie
lokalnym operatorem

�Qg
. Ceną płaconą za to jest koniecznósć iteracji. Taka

metodarozwiązywaniarównán ogólnienazywasięmetodąperturbacyjną.
Do celówpraktycznychwygodniejjestzapisác (6.32)jako:

  � [ � � ê X   � [ ê _ � ZyX®þTZyXhè$ç � g � � � þ  �j<k X   � [ ê ç gdzie (6.33)  j<k _�þRZyXhè$ç^þ � X � g ç �à  � [ ê ��ahèTW (6.34)

oznaczaznaną ćzę́sć
 

. W tej postaciłatwiej widać zaletyrachunkowe metody
ALI. Pamįetając o realizacji dyskretnejoperatorówjako macierzyo rozmiarze widać, że odwracany operatorprzy dobrymwyborze

� g
jest diagonalny albo

prawie diagonalny/lokalny, zatemkośzt tej operacji jest ©  operacji, kolos-
alny zysk względem � dla nielokalnego

�
. Policzenie

  j<k
nie jest tak kosz-

townebo mnȯzeniepełnejmacierzyprzezwektorwymaga r operacji(kȧzdy el-
ementjest mnȯzony raz). Sprawdzonepost̨epowanieopierasię na użyciu wek-
torowej metodyFeautrieudo rozwiązaniarównaniatransferu(odwróceniaopera-
tora).Ponieważ

�Qg
jest(prawie)lokalny, to wektoryi macierzesąmałe, ¤ W çöw©Z i obliczeniasą szybkie. Rozwiązanieformalne

  j<k
jest realizowane jedną

z metod I-go lub II-go rzędu. Iteracjenalėzy prowadzíc aż do momentugdy
poprawki staną się małe,

  � [ � � êjX   � [ ê §   � [ ê . W tej metodzieskutecznie
stosowanoczystonumerycznemetodyprzýspieszaniazbiėznóscirozwiązán. Przykład
takiejmetody, metod̨e l r Aitkenaomówimyniecopóżniej. Całasztukaw metodzie
ALI poleganazgrabnym wyborze

�Qg
.

Przybli żoneoperatory
�Qg

Operator nasyceniaj ądra linii
Tenprostyoperatorwywodzi się z przybliżeniaBarbier-Eddingtona:

� g �Õ  ö���_
  ö þ ] önç ] ö ùKm�r   ö�þ ] öp_Km{ç ] ö ó m (6.35)

gdziem © q .
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Operator Scharmera
Operatorten opierasię na samymrozwiązaniuformalnym Barbier-Eddingtona
wzdłuż drogipromienia,skądpostác operatora

  _ z¦a }�] ¤ ö¢ � ¤ ö _ z¦a } a }&] ¤ ö¢ � ¤ ö _ z�X } a }&] ¤ ökX®þEz|X } çT����� � �
(6.36)

W oparciuo to rozwiązanieoperatordla nat̨eżenia
�ig¤ ö przybieranast̨epującą

postác:

¢�n ¤ ö _ �ig¤ ö �à  öo� _{² n ¤ ö   ö þ > n ¤ ö�þ ] ¤ önç$ç gdzie (6.37)

² � ¤ öp_�Z > � ¤ öp_ ] ¤ öka{Z² � ¤ öp_�ZyXV� ��� � � > � ¤ öp_
] ¤ ö

ZyXh� ��� � � X®Z
Wagi ² n spełniaj̨awarunkibrzegowe: ² n ¤ öÀ� Z dla

] ¤ öÀ� � oraz ² � ¤ öw� �
dla
] ¤ öÀ� � .
Samoperator

�ig
realizujemyjako

� g �à  öp��_ [ _ � ¤ ö ¢�n ¤ ö (6.38)

gdzie� ¤ ö sąwagamicłkowaniapokątachi po profilu linii.
Operator lokalny (OAB)

Ostatniaz metodopierasię nawzięciuprzek̨etnejoperatora
�

:

� g _\Yq)1z � þ � ç (6.39)

W tensposóboperator
�Qg

uwzgl̨edniacałósć oddziaływań lokalnych. Ta metoda
zostałapierwszyrazzastosowanajako modyfikacjaFeautrieuprzezRybickiego i
Hummera(1991)

6.2.5 Przyśpieszaniezbiężnósci

Zdarzasię w obliczeniach,̇zew czasieiteracji odległość wartósci zmiennych od
rozwiązania

  � zmniejszasię tylko o stały czynnik r . Innymi słowy w czasie
kolejnych iteracji spełniony jestwarunek

  � [ � � ê X   � � r   � [ ê X   � (6.40)
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Rysunek6.3: Porównaniezbiėznósci różnych metodrozwiązaniaR.T. dla atomu
2-poziomowegow atmosferzeizotermicznej.Pierwszypanelpokazujezwykłe

�
iteracje,w którychnieosiągnįetozbiėznóscidodolnegorozwiązaniamimowielu
kroków. Pozostłepaneledotyczą metodyALI z i bezekstrapolacj"iorazmetody
Feautrieu.Prosz̨e zwrócíc uwag̨e na dobrą zbiéznósć iteracji w całej szerokości
profilu.
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gdzie r jest stałew kolejnych iteracjachi ¾srS¾ ó Z . Taka powolna zbiėznósć
nazywasięzbiėznósciąliniową.Możnająprzýspieszýcprzezekstrapolacj̨ezwaną
proceseml r Aitkena.Zapisując(6.40)dla  i  a�Z i dzielącstronamidostajemy

  � [ � r êÏX   �  � [ � � ê X   � _
  � [ � � êÏX   �  � [ ê X   � (6.41)

Rozwiązującwzględem
  � dostajemy

  � _
  � [ � r ê   � [ êÏX   � [ � � ê  � [ � r ê X �   � [ � � ê a   � [ ê _

  � [ � r ê X þ Í   [ � ��ç rÍ r   [ � � (6.42)

Stosowanesą tez metodyekstrapolacjioparteo wzory interpolacyjne dopa-
sowanedopoprzednichrozwiązán metodąnajmniejszychkwadratów.
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Rozdział 7

Wyniki i ich zastosowania

7.1 Przegląd wyników rachunków

7.1.1 ModeleLTE

Kuruczpoliczył obszern̨aserįemodeliatmosfergwiazdw LTE dlaszerokiejgamy
parametrów, z uwzgl̨ednieniemefektublanketingudla ponad2 mln linii. Jego
modelesą dost̨epnewww i pokrywają zakres

î 	 od 5000K w gór̨e. Do wielu
celów wystarczypo prostuskopiować odpowiedni model. Obliczeniazostały
wykonaneprogramATLAS. Jeston także dost̨epny na stroniewww Kuruczai
możebyćużytydlaotrzymaniamodelibrakującychkombinacjitakichparametrów
jak

î 	 , � czy składchemiczny. Na rys. 7.1 przedstawiamy struktur̨e modeli at-
mosferydla róźnych

î 	 i ØÚá�â � _Þm , t.j. dla gwiazd z okolic ciągugłównego.
Przedstawionewykresypodają rozkładtemperatury

î
orazrozkładgęstóscielek-

tronów ±t	 . Na kolejnych rysunkach(Rys. 7.2, – 7.4) przedstawiamy wykresy
widmatych modeliorazodpowiedniegopociemnieniabrzegowego.

ModeleKuruczanieuwzgl̨edniająpowstawaniaw atmoserzecząsteczekkilku-
atomowych. Z tego powodu nie nalėzy ich używać dla

î 	 óvu ����� gdy w at-
mosferzepowstajewiele molekuł i ich pochłanianiezaczynadominować. Na-
jbardziejznanemodeleatmosferuwzgl̨edniającecząsteczkipoliczyli Johanssoni
Bell. Tzebajednakpamįeta’c,źefizyka cząsteczekjestbardzozłoźonai modele
te nie mają jeszczetej dokładnósci jak modelew wyższychtemperaturach.

Ze względuna znaczn̨a komplikacj̨e modeli NLTE i ich zaléznósć od wielu
parametrów, brak jest gotowych tablic modeli pokrywających typowe ich zas-
tosowania. Dla szczególnych warunkówmoźna się posłúzyć opublikowanymi
modelamiNLTE. Dost̨epnew sieciwww jestkilka programówdo obliczén mod-
eli NLTE. Spósródnichnajbardziejznany jestprogramTLUSTY Hubeny’ego.

Poni̇zejprzedstawiamypobiėzny przeglądefektówwyst̨epującychw warunk-
achNLTE.Narys. 7.5przedstawiamyprzekrójgórnychwarstwatmosferySłońca,
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Rysunek7.1: Profile zmian temperaturyi gęstósci elektronowej w atmosferach
gwiazdo róźnejtemperaturzeefektywnej

î 	 i grawitacji ØÚá�â � _�m odpowiadającej
ciągowi głównemugwiazd.
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Rysunek7.2: Zmiany kształtuwidma atmosferLTE Kuruczaw funkcji temper-
atury. W wyższychtemperaturachrzucasięw oczyskok widmaw pobliźuprogu
jonizacji Lymannaprzy912Å. 101



Rysunek7.3: Zmiananachyleniawidma w obszarzewidzialnym w funkcji
î 	 .

Wszystkiewidmazostałyprzeskalowanetak by wartósć strumieniaprzy 566nm
była jednakowa. 102



Rysunek7.4: Pociemnieniebrzegowew zaléznósci od przedziałuwidma.
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gdziepowstają jądranajsilniejszychlinii widmowych. W takichwarunkach,przy
b.niskiej gęstósci, dominują efekty NLTE. Przy tym chłodzeniestajesię coraz
mniej wydajnei temperaturarośnie na zewnątrz. W takich warunkachprofile
linii silnie odbiegają od kształtuz LTE. Wobecwzrostutemperaturynazewnątrz
pojawia się moźliwość odwróceniaprofilu linii (jądrojaśniejszeniź okolica) lub
wręczpojawieniesię linii emisyjnej.TakbyłobyzawszeprzyLTE, alekonkurują
tutaj efektyNLTE prowadzącedodeficytu obsadzeniapoziomóww atomach.

Uwzględnienielinii i NLTEw modelachgorącychgwiazd(typuB/A) powoduje
znacznemodyfikacjerozkładutemperaturyw wysokichwarstwachatmosfery(Rys.
7.6). Wskutektego zmianomulegają jądrasilnych linii powstającew tych warst-
wach,alenie kształtkontinuum.Podwýzszenietemperaturynazewnątrzw mod-
elachNLTE wiąźesię z defektemobsadzeniapoziomówwzbudzonych atomówi
wywołanym przezniespadkiemwydajnóscichłodzeniawzględemLTE. Podobne
efektyw jeszczegor̨etszejatmosferzegwiazdytypuO przedstawiononarys. 7.7.
Z jednej strony widać wpływ przesłanianiaw głębi. Z drugiej reakcją wyso-
kich warstwatmosferynadodaniedomieszekjestobnízenietemperatury(wzglę-
demNLTE bezdomieszek)wskutekwzrostuchłodzeniaw licznych słabychlini-
ach. Jednakw atmosferachbardzogorących podstawowym problememjest nie
uwzgl̨ednieniedomieszekalewypływu gazuz atmosfery. Transferpromieniowa-
nia atmosferyznajdującejsię w ruchustanowi obecnienajciekawszyproblemw
teorii atmosfer, alekomplikacjetematuznacznieprzekraczaj̨a zakresniniejszego
wykładu.

7.2 Zastosowania modeli atmosfer

Modele atmosferzbudowanew oparciuo teorįe są tylko jednym z elementów
łańcuchalogicznego:

Załoźonafizyka w Modelatmosfery w Syntetycznewidmo w Obserwacje
(7.1)

W zalėznósci od zapotrzebowania,możnasię poruszác wzdłuź łańcuchaw obie
strony. Obserwacjewidm gwiazdmogą być tu surowcemdodalszejinterpretacji
jak i testemkońcowym przewidywań teorii. Najwaźniejszymproduktemjest tu
zrozumienienaturyzjawisk fizycznych w atmosferachgwiazd. Oprócztego teo-
ria atmosferma zastosowanie bardziejprzyziemnedo diagnostykigwiazd, t.j.
wyznaczaniaich podstawowychparametróworazjako dostawcawarunkówbrze-
gowychdlateorii budowy gwiazd.Toostatniezadaniejestniezbyttrudnezpunktu
widzeniaatmosferi nie będziemysię nim zajmować.
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Rysunek7.5: Przekró"jmodeluNLTE górnych warstwatmosferySłońca(Chro-
mosfery).Zaznaczonoprzebieg temperaturyorazmiejscapowstawanialinii wid-
mowych. Prosz̨e zwrócíc uwag̨e, źe linie lub ich jądrapowstającew obszarze
wzrostutemperaturynazewnątrzmają zaburzony profil, z moźliwościąodwróce-
nia profilu i powstaniaskładowej emisyjnejlinii.
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Rysunek7.6: Efekty uwzgl̨ednienialinii i NLTE w modelachatmosfergwiazd
gorących. Znaczneróźnicetemperaturw cienkichwarstwachmają duźy wpływ
nanat̨eżenialinii alenie nawidmociągłe.
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Rysunek7.7: Efekty NLTE orazprzesłaniania(blankettingu)w modeluatmos-
fery bardzogorącejgwiazdytypu O. W głębi widocznajestrola domieszkowych
pierwiastków, któredięki słabymalebardzolicznym liniom zwiększaj̨a blanket-
ting. Na zewnątrzgłównym efektempierwiastkówdomiszkowych jestzwiększe-
nie chłodzeniaprzezemisj̨ew liniach i obnízenietemperatury, podobniejak bylo
napoprzednimrysunku.
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7.2.1 Syntezawidm

Poj̨eciowo syntezawidm sprowadzasię do obliczeniarozwiązaniaformalnego
równaniatransferu. Jednakby to uczyníc musimy najpierw mieć wiarygodny
pełny modelatmosferyz któregobędziemyczerpác funkcjekoniecznedoobliczenia  ö i

] ö . Dla LRT sytuacjajest prostsza,wystarczy
î þ ] ç , e�þ s z�x{ç oraz `�ö þ î - eOç .

Dla NLRT może być potrzebnepole promieniowania [�ö þ ] ç oraz szczegółowe
obsadzeniestanów, poziomówjonizacji etc, praktyczniewiekszósć parametrów
modelu.W pełnym modeluatmosferymusimyuwzgl̨edniác tylko te pierwiastkii
tesilnelinie widmowektóremająwpływ nacałkowity transportenergii i równowag̨e
promienist̨a. W przypadkusyntezyodpadaj̨a iteracje,bo rozkładtemperaturyjest
wzięty z modelu,natomiastpotrzebnajest znaczniebardziejszczegółowa tabela
nieprzezroczystósci z uwzgl̨ednieniemrzadszychpierwiastkówi słabszychlinii,
które jednakmogą mieć istotneznaczeniew wyglądziedanego kawałkawidma,
chóc nie mająwpływu nacałkowity transportenergii.

Możliwe są trzy sposobypost̨epowania:

Gotowe modeleDo oszacowań ogólnych własnósci widma ciągłego i nat̨eże-
nia (alenie kształtu)najsilniejszychlinii mogąwystarczýc siatki gotowych
policzonych modeli. Przykłademsą modeleLTE Kurucza,policzonedla
wielu wartósci ØÜá4â î 	 oraz ØÜá4â � i dlakilku typowuchskładówchemicznych.
Temodelesądost̨epnem.in. poprzezsiéc internet.

Generatorywidm syntetycznych Dla bardziejwyszukanych zastosowań, anal-
izy składuchemicznegoi porównaniaszczegółowegokształtuwidmatrzeba
użyć generatorasyntetycznychwidm. W powszechnymużytkusądwatakie
generatorySYNTHE - Kurucz’a oraz SYNSPECHubeny’ego. Umożli-
wiają one dopasowanieskładuchemicznego tych pierwiastkówktóre nie
dają dużegowkładudo transportupromieniowania.Teprogramypracująw
oparciuo modelepoliczonen.p.wyliczonymi poni̇zejprogramami.

ObliczeniepełnegomodeluDla dokładnejanalizywartósci składuchemicznego
podstawowych pierwiastków:n.p. H, He, C, N, O orazdla uwzgl̨ednienia
efektówNLRT w silnychliniachkoniecznejestpoliczeniewłasnychmodeli
atmosfer. Dost̨epnew tym celusąprogramyATLAS Kuruczalub TLUSTY
Hubenyego. Chociȧz są to gotowe programy, to ich poprawneuruchomie-
nie i użyciewymagaczasui zdobyciapewnejwiedzypodstawowej, a także
stanowi niebagatelneobciążeniekomputera.Wreszciedla niektórychza-
gadniénpotrzebnajestalbow’ lasnamodyfikacjaprogramualbowspółpraca
z autoramispecjalistycznych programów, n.p. do liczeniaatmosfergorą-
cych gwiazdz uwzgl̨ednieniemsilnegowiatru gwiazdowego.
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7.2.2 PorównanieTeorii z Teorią

Czasemzamiastporównaniamodeli z obserwacjamiporównujesię jedenmodel
teoretyczny z innym. Cele mogą być dwa: weryfikacja rachunków, wówczas
drugi model jest prostszymmodelemktóry stanowi rodzaj wzorcado testowa-
nia jakości rachunków, n.p. dla modeliNLTE takim wzorcemjestmodelatmos-
fery izotermicznejz silnym rozpraszaniem.Innezastosowanieto weryfikacjaroli
nowo uwzgl̨ednionychprocesówfizycznych w atmosferze.

7.2.3 Fundamentalneparametry gwiazd

Ocenafundamentalnychparametrówgwiazdopierasię na3 zalėznósciach

U�_nmHÆy$ r d î Ê	 � _
z e
$ r U�_VU�þ|{ - \ ç (7.2)

gdzie U i { oznaczaj̨a jasnósc (moc) absolutn̨a i obserwowaną gwiazdy, $ jej
promién,

î 	 temperatur̨e efektywną, e mas̨e a
\

jestodległością. Dopasowując
modelatmosferydo obserwacji możnaznalézć

î 	 oraz � a z obserwacji fotom-
etrycznych { . Mamy 4 nieznaneparametryU - e - $ - \ oraztylko 3 zalėznósci.
Trzebasztukować informacje,posiłkującsiępewnymi zalėznósciami,jak n.p.dla
gwiazdnaciągugłownym, e X}$ dla białychkarłów lub e XaU dla gor’acych
jądermgławic planetarnych. O ile te zalėznósci są sprawdzoneto sęk w tym,
że nigdy do końcanie jestésmy pewni czy stosuj̨a się akuratdo danejgwiazdy.
Potrzebnajest dodatkowa informacja. Dla bliskich gwiazd radykalnapoprawa
nast̨apiławskutekpomiaruparalaksi odległości

\
przezsatelit̨eHipparchos.
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